
 

2024年上海春季高考练习数学试题 

 

一、填空题 

1．函数𝑦𝑦 = log2𝑥𝑥的定义域为_______. 

2．直线𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 1 = 0的倾斜角为______． 

3．已知
𝑧𝑧
1+i

= i，则𝑧𝑧 =_______. 

4． (𝑥𝑥 − 1)6 展开式中𝑥𝑥4的系数为______. 

5．三角形𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，𝐵𝐵𝐵𝐵 = 2,𝐴𝐴 = π
3

,𝐵𝐵 = π
4
，则𝐴𝐴𝐴𝐴 =______ 

6．已知𝑎𝑎𝑎𝑎 = 1，4𝑎𝑎2 + 9𝑏𝑏2的最小值为______． 

7．数列{𝑎𝑎𝑛𝑛}，𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 + 𝑐𝑐, 𝑆𝑆7 < 0，c 的取值范围为___________． 

8．三角形三边长为5，6，7，则以边长为 6 的两个顶点为焦点，过另外一个顶点的双曲线的离心率为______. 

9．已知𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2,𝑔𝑔(𝑥𝑥) = � 𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝑥𝑥 ≥ 0
−𝑓𝑓(−𝑥𝑥), 𝑥𝑥 < 0

 ，求𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≤ 2 − 𝑥𝑥的𝑥𝑥的取值范围_______. 

10．在棱柱𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐴𝐴1𝐵𝐵1𝐶𝐶1𝐷𝐷1中，底面𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴为平行四边形，|𝐴𝐴𝐴𝐴1 | = 3，|𝐵𝐵𝐵𝐵| = 4，𝐴𝐴𝐵𝐵1�������⃗ ⋅ 𝐵𝐵𝐵𝐵�����⃗ − 𝐴𝐴𝐷𝐷1�������⃗ ⋅ 𝐷𝐷𝐷𝐷�����⃗ = 5，设

异面直线𝐴𝐴𝐴𝐴1与𝐵𝐵𝐵𝐵的夹角为𝜃𝜃，则cos𝜃𝜃 =________． 

11．正方形草地𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴边长1.2,𝐸𝐸到𝐴𝐴𝐴𝐴 ,𝐴𝐴𝐴𝐴距离为0.2,𝐹𝐹到𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐶𝐶𝐶𝐶距离为0.4，有个圆形通道经过𝐸𝐸,𝐹𝐹，且经过𝐴𝐴𝐴𝐴上一

点，求圆形通道的周长_______.（精确到0.01） 

   

12．𝑎𝑎1 = 2, 𝑎𝑎2 = 4, 𝑎𝑎3 = 8, 𝑎𝑎4 = 16，任意𝑏𝑏1 , 𝑏𝑏2, 𝑏𝑏3, 𝑏𝑏4 ∈ R，满足{𝑎𝑎𝑖𝑖 + 𝑎𝑎𝑗𝑗 |1 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑗𝑗 ≤ 4} = {𝑏𝑏𝑖𝑖 + 𝑏𝑏𝑗𝑗|1 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑗𝑗 ≤ 4}，

求有序数列{𝑏𝑏1 ,𝑏𝑏2,𝑏𝑏3,𝑏𝑏4}有_____对. 

 

二、单选题 

13．已知 a、b、𝑐𝑐 ∈ 𝑅𝑅，𝑏𝑏 > 𝑐𝑐，下列不等式恒成立的是（    ） 

A．𝑎𝑎 + 𝑏𝑏2 > 𝑎𝑎 + 𝑐𝑐2 B．𝑎𝑎2 − 𝑐𝑐 > 𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏 

C．𝑎𝑎𝑏𝑏2 > 𝑎𝑎𝑐𝑐2 D．𝑎𝑎2𝑏𝑏 > 𝑎𝑎2𝑐𝑐 

14．空间中有两个不同的平面𝛼𝛼，𝛽𝛽和两条不同的直线𝑚𝑚，𝑛𝑛，则下列说法中正确的是（   ） 

A．若𝛼𝛼 ⊥ 𝛽𝛽，𝑚𝑚 ⊥ 𝛼𝛼，𝑚𝑚 ⊥ 𝑛𝑛，则𝑛𝑛 ⊥ 𝛽𝛽 

B．若𝛼𝛼 ⊥ 𝛽𝛽，𝑚𝑚 ⊥ 𝛼𝛼，𝑛𝑛 ⊥ 𝛽𝛽，则𝑚𝑚 ⊥ 𝑛𝑛 



 

C．若𝛼𝛼 ∥ 𝛽𝛽，𝑚𝑚//𝛼𝛼，𝑛𝑛//𝛽𝛽，则𝑚𝑚 ∥ 𝑛𝑛 

D．若𝛼𝛼 ∥ 𝛽𝛽，𝑚𝑚//𝛼𝛼，𝑚𝑚 ∥ 𝑛𝑛，则𝑛𝑛//𝛽𝛽 

15．有四种礼盒，前三种里面分别仅装有中国结、记事本、笔袋，第四个礼盒里面三种礼品都有，现从中任选一个

盒子，设事件𝐴𝐴：所选盒中有中国结，事件𝐵𝐵：所选盒中有记事本，事件𝐶𝐶：所选盒中有笔袋，则（    ） 

A．事件𝐴𝐴与事件𝐵𝐵互斥 B．事件𝐴𝐴与事件𝐵𝐵相互独立 

C．事件𝐴𝐴与事件𝐵𝐵 ∪ 𝐶𝐶互斥 D．事件𝐴𝐴与事件𝐵𝐵 ∩ 𝐶𝐶相互独立 

16．现定义如下:当𝑥𝑥 ∈ (𝑛𝑛,𝑛𝑛 + 1)时(𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁)，若𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 1) = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥)，则称𝑓𝑓(𝑥𝑥)为延展函数.已知当𝑥𝑥 ∈ (0,1)时，𝑔𝑔(𝑥𝑥) = e𝑥𝑥

且ℎ(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥10，且𝑔𝑔(𝑥𝑥),ℎ(𝑥𝑥)均为延展函数，则以下结论（    ） 

（1）存在𝑦𝑦 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑏𝑏(𝑘𝑘,𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅, 𝑘𝑘,𝑏𝑏 ≠ 0)与𝑦𝑦 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥)有无穷个交点 

（2）存在𝑦𝑦 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑏𝑏(𝑘𝑘,𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅,𝑘𝑘,𝑏𝑏 ≠ 0)与𝑦𝑦 = ℎ(𝑥𝑥)有无穷个交点 

A．（1）（2）都成立 B．（1）（2）都不成立 

C．（1）成立（2）不成立 D．（1）不成立（2）成立. 

 

三、解答题 

17．已知𝑓𝑓(𝑥𝑥) = sin(𝜔𝜔𝜔𝜔 + π
3

)，𝜔𝜔 > 0 

(1)设𝜔𝜔 = 1，求解:𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝑥𝑥 ∈ [0,π]的值域; 

(2)𝑎𝑎 > π(𝑎𝑎 ∈ R), 𝑓𝑓(𝑥𝑥)的最小正周期为π，若在𝑥𝑥 ∈ [π,𝑎𝑎]上恰有 3 个零点，求𝑎𝑎的取值范围. 

18．如图，𝑃𝑃𝑃𝑃、𝑃𝑃𝑃𝑃、𝑃𝑃𝑃𝑃为圆锥三条母线，𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴. 

 

(1)证明:𝑃𝑃𝑃𝑃 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵； 

(2)若圆锥侧面积为√3π,𝐵𝐵𝐵𝐵为底面直径，𝐵𝐵𝐵𝐵 = 2，求二面角𝐵𝐵 − 𝑃𝑃𝑃𝑃 − 𝐶𝐶的大小 

19．水果分为一级果和二级果，共 136 箱，其中一级果 102 箱，二级果 34 箱． 

(1)随机挑选两箱水果，求恰好一级果和二级果各一箱的概率； 

(2)进行分层抽样，共抽 8 箱水果，求一级果和二级果各几箱； 

(3)抽取若干箱水果，其中一级果共 120 个，单果质量平均数为 303.45 克，方差为 603.46；二级果 48 个，单果质量

平均数为 240.41 克，方差为 648.21；求 168 个水果的方差和平均数，并预估果园中单果的质量． 

20．在平面直角坐标系𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥中，已知点𝐴𝐴为椭圆Γ: 𝑥𝑥
2

6
+ 𝑦𝑦2

2
= 1上一点，𝐹𝐹1、𝐹𝐹2分别为椭圆的左、右焦点. 

(1)若点𝐴𝐴的横坐标为 2，求|𝐴𝐴𝐹𝐹1|的长; 



 

(2)设Γ的上、下顶点分别为𝑀𝑀1、𝑀𝑀2，记△ 𝐴𝐴𝐹𝐹1𝐹𝐹2的面积为𝑆𝑆1 ,△ 𝐴𝐴𝑀𝑀1𝑀𝑀2的面积为𝑆𝑆2，若𝑆𝑆1 ≥ 𝑆𝑆2，求|𝑂𝑂𝑂𝑂|的取值范围 

(3)若点𝐴𝐴在𝑥𝑥轴上方，设直线𝐴𝐴𝐹𝐹2与Γ交于点𝐵𝐵，与𝑦𝑦轴交于点𝐾𝐾，𝐾𝐾𝐹𝐹1延长线与Γ交于点𝐶𝐶，是否存在𝑥𝑥轴上方的点𝐶𝐶，

使得𝐹𝐹1𝐴𝐴�������⃗ + 𝐹𝐹1𝐵𝐵�������⃗ + 𝐹𝐹1𝐶𝐶������⃗ = 𝜆𝜆�𝐹𝐹2𝐴𝐴�������⃗ + 𝐹𝐹2𝐵𝐵�������⃗ + 𝐹𝐹2𝐶𝐶�������⃗ �(𝜆𝜆 ∈ R)成立?若存在，请求出点𝐶𝐶的坐标;若不存在，请说明理由. 

21．记𝑀𝑀(𝑎𝑎) = {𝑡𝑡 ∣ 𝑡𝑡 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎),𝑥𝑥 ≥ 𝑎𝑎}，𝐿𝐿(𝑎𝑎) = {𝑡𝑡 ∣ 𝑡𝑡 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎),𝑥𝑥 ≤ 𝑎𝑎} 

(1)若𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 1，求𝑀𝑀(1)和𝐿𝐿(1); 

(2)若𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥2，求证:对于任意𝑎𝑎 ∈ R，都有𝑀𝑀(𝑎𝑎) ⊆ [−4, + ∞)，且存在𝑎𝑎，使得−4 ∈ 𝑀𝑀(𝑎𝑎). 

(3)已知定义在R上𝑓𝑓(𝑥𝑥)有最小值，求证"𝑓𝑓(𝑥𝑥)是偶函数"的充要条件是“对于任意正实数𝑐𝑐，均有𝑀𝑀(−𝑐𝑐) = 𝐿𝐿(𝑐𝑐)”. 



 

 

《2024 年上海春季高考练习数学试题》参考答案 

题号 13 14 15 16             

答案 B B B D             

 

1．(0, + ∞) 

【分析】由对数函数性质即可得. 

【详解】由题意可得𝑥𝑥 > 0，即𝑦𝑦 = log2𝑥𝑥的定义域为(0, + ∞). 

故答案为：(0, + ∞). 

2．𝜋𝜋
4
 

【分析】由直线方程求斜率，根据斜率与倾斜角关系求倾斜角. 

【详解】设直线𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 1 = 0的倾斜角为𝜃𝜃，𝜃𝜃 ∈ [0,π)， 

将直线转化为斜截式𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 1，可知直线的斜率为1， 

所以tan𝜃𝜃 = 1， 

所以𝜃𝜃 = π
4
， 

所以直线𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 1 = 0的倾斜角为
𝜋𝜋
4
． 

故答案为：
π
4
. 

3．−1− i/−i− 1 

【分析】借助复数的乘法运算与共轭复数定义计算即可得. 

【详解】由题意可得𝑧𝑧 = i(1 + i) = −1 + i，故𝑧𝑧 = −1 − i. 

故答案为：−1− i. 

4．15 

【分析】根据给定条件，利用二项式定理直接求出结果. 

【详解】(𝑥𝑥 − 1)6 展开式中令𝑥𝑥4的项为C62𝑥𝑥4(−1)2 = 15𝑥𝑥4， 

所以(𝑥𝑥 − 1)6 展开式中𝑥𝑥4的系数为 15. 

故答案为：15 

5．3√2+√6
3

 

【分析】根据已知条件，结合正弦定理，即可求解． 

【详解】三角形𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，∵ 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 + 𝐶𝐶 = π,𝐴𝐴 = π
3

,𝐵𝐵 = π
4

, ∴ 𝐶𝐶 = 5π
12
， 

sin𝐶𝐶 = sin �π
4

+ π
6
� = sin π

4
cos π

6
+ cos π

4
sin π

6
= √2+√6

4
， 

由正弦定理
𝐵𝐵𝐵𝐵
sin𝐴𝐴

= 𝐴𝐴𝐴𝐴
sin𝐶𝐶

，𝐵𝐵𝐵𝐵 = 2，𝐴𝐴 = π
3
， 



 

 

得𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐵𝐵𝐵𝐵sin𝐶𝐶
sin𝐴𝐴

=
2×√2+√6

4
√3
2

= 3√2+√6
3

． 

故答案为：
3√2+√6

3
． 

6．12 

【分析】利用不等式𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 ≥ 2𝑎𝑎𝑎𝑎即可求解. 

【详解】4𝑎𝑎2 + 9𝑏𝑏2 = (2𝑎𝑎)2 + (3𝑏𝑏)2 ≥ 2 × 2𝑎𝑎 × 3𝑏𝑏 = 12𝑎𝑎𝑎𝑎 = 12, 

当且仅当�2𝑎𝑎 = 3𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 = 1

 ,即𝑎𝑎 = √6
2

, 𝑏𝑏 = √6
3
或𝑎𝑎 = − √6

2
, 𝑏𝑏 = −√6

3
时,等号成立, 

故4𝑎𝑎2 + 9𝑏𝑏2的最小值为 12. 

故答案为：12. 

7．(−∞,−4) 

【分析】先利用等差数列的定义判定{𝑎𝑎𝑛𝑛}为等差数列，再利用等差数列性质即可求解. 

【详解】因为𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 + 𝑐𝑐，则𝑎𝑎𝑛𝑛+1 − 𝑎𝑎𝑛𝑛 = (𝑛𝑛 + 1 + 𝑐𝑐) − (𝑛𝑛 + 𝑐𝑐) = 1， 

可知数列{𝑎𝑎𝑛𝑛}为等差数列， 

则𝑆𝑆7 = 7𝑎𝑎4 = 7(4 + 𝑐𝑐) < 0，解得𝑐𝑐 < −4， 

所以 c 的取值范围为(−∞,−4). 

故答案为：(−∞,−4). 

8．3 

【分析】利用双曲线的定义求解即可. 

【详解】由双曲线的定义，2𝑐𝑐 = 6,2𝑎𝑎 = 7− 5 = 2, 

则𝑒𝑒 = 𝑐𝑐
𝑎𝑎

= 3. 

故答案为：3 

9．(−∞,1] 

【分析】分𝑥𝑥 ≥ 0与𝑥𝑥 < 0两段求解二次不等式可得. 

【详解】根据题意知𝑔𝑔(𝑥𝑥) = �
𝑥𝑥2，𝑥𝑥 ≥ 0
−𝑥𝑥2，𝑥𝑥 < 0

 . 

当𝑥𝑥 ≥ 0时，𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≤ 2 − 𝑥𝑥,即𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 2 ≤ 0，解得−2 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1，则有0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1； 

当𝑥𝑥 < 0时，𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≤ 2 − 𝑥𝑥,即−𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 2 ≤ 0，𝑥𝑥 ∈ 𝐑𝐑，即𝑥𝑥 < 0时，不等式𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≤ 2 − 𝑥𝑥都成立. 

综上所述，𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≤ 2− 𝑥𝑥的𝑥𝑥的取值范围为(−∞,1]. 

故答案为：(−∞,1]. 

10． 5
12

 

【分析】将𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ 1 ,𝐴𝐴𝐷𝐷1�������⃗ 用不共面的向量𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴1�������⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ 表示出来，从而得到𝐴𝐴𝐴𝐴1�������⃗ ⋅ 𝐵𝐵𝐵𝐵�����⃗ − 𝐴𝐴𝐴𝐴1�������⃗ ⋅ 𝐷𝐷𝐷𝐷�����⃗ = 5，然后由公式计算夹



 

 

角余弦值即可. 

【详解】 

𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ 1 = 𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴1�������⃗ ,𝐴𝐴𝐷𝐷1�������⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴1�������⃗ ， 

∴ �𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴1�������⃗ � ⋅ 𝐵𝐵𝐵𝐵�����⃗ − �𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴1�������⃗ � ⋅ 𝐷𝐷𝐷𝐷�����⃗ = 5， 

𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ ⋅ 𝐵𝐵𝐵𝐵�����⃗ + 𝐴𝐴𝐴𝐴1�������⃗ ⋅ 𝐵𝐵𝐵𝐵�����⃗ − 𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ ⋅ 𝐷𝐷𝐷𝐷�����⃗ − 𝐴𝐴𝐴𝐴1�������⃗ ⋅ 𝐷𝐷𝐷𝐷�����⃗ = 5， 

底面 ABCD 为平行四边形，所以𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ ⋅ 𝐵𝐵𝐵𝐵�����⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ ⋅ 𝐷𝐷𝐷𝐷�����⃗ ， 

所以𝐴𝐴𝐴𝐴1�������⃗ ⋅ 𝐵𝐵𝐵𝐵�����⃗ − 𝐴𝐴𝐴𝐴1�������⃗ ⋅ 𝐷𝐷𝐷𝐷�����⃗ = 5， 

𝐴𝐴𝐴𝐴1�������⃗ ⋅ 𝐵𝐵𝐵𝐵������⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴1�������⃗ ⋅ �𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ − 𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ � = 𝐴𝐴𝐴𝐴1�������⃗ ⋅ 𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ − 𝐴𝐴𝐴𝐴1�������⃗ ⋅ 𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴1�������⃗ ⋅ 𝐵𝐵𝐵𝐵�����⃗ − 𝐴𝐴𝐴𝐴1�������⃗ ⋅ 𝐷𝐷𝐷𝐷�����⃗ = 5. 

所以cos�𝐴𝐴𝐴𝐴1�������⃗ ,𝐵𝐵𝐵𝐵������⃗ � = 𝐴𝐴𝐴𝐴1��������⃗ ⋅𝐵𝐵𝐵𝐵������⃗

�𝐴𝐴𝐴𝐴1��������⃗ ��𝐵𝐵𝐵𝐵������⃗ �
= 5

3×4
= 5

12
， 

故异面直线𝐴𝐴𝐴𝐴1与𝐵𝐵𝐵𝐵的夹角的余弦值为: 5
12
， 

故答案为：
5
12

 

11．2.73 

【分析】利用给定条件求解圆的半径，再求周长即可. 

【详解】如图，以𝐴𝐴为原点建系，易知𝐸𝐸(0.2,0.2),𝐹𝐹(0.8,0.8)，连接𝐸𝐸𝐸𝐸， 

   
不妨设𝐸𝐸𝐸𝐸中点为𝑀𝑀(0.5,0.5)，直线𝐸𝐸𝐸𝐸中垂线所在直线方程为𝑦𝑦 − 0.5 = −(𝑥𝑥 − 0.5)， 

化简得𝑦𝑦 = −𝑥𝑥 + 1，所以圆心为(𝑎𝑎, − 𝑎𝑎 + 1)，半径为𝑎𝑎，且经过𝐸𝐸,𝐹𝐹点 

即(𝑎𝑎 − 0.2)2 + (−𝑎𝑎 + 1 − 0.2)2 = 𝑎𝑎2，化简得𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎 + 0.68 = 0， 

解得𝑎𝑎 = 2±√1.28
2

= 1 ± √0.32 = 1 ± 2√2
5
， 

结合题意可得𝑎𝑎 = 1 − 2√2
5
≈ 0.434，故圆的周长为𝐶𝐶 = 2π𝑎𝑎 ≈ 2.73. 

故答案为：2.73 



 

 

12．48 

【分析】先确定�𝑎𝑎𝑖𝑖 + 𝑎𝑎𝑗𝑗 ∣ 6,10,12,18,20,24�，再结合{𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎𝑗𝑗 |1 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑗𝑗 ≤ 4} = {𝑏𝑏1 + 𝑏𝑏𝑗𝑗|1 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑗𝑗 ≤ 4}，设𝑏𝑏1 < 𝑏𝑏2 <

𝑏𝑏3 < 𝑏𝑏4，可得到𝑏𝑏1 + 𝑏𝑏2 = 6, 𝑏𝑏1 + 𝑏𝑏3 = 10,𝑏𝑏2 + 𝑏𝑏4 = 20,𝑏𝑏3 + 𝑏𝑏4 = 24，进而求出这四个数，从而求得答案. 

【详解】由题意知�𝑎𝑎𝑖𝑖 + 𝑎𝑎𝑗𝑗 ∣ 6,10,12,18,20,24�， 

满足{𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎𝑗𝑗 |1 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑗𝑗 ≤ 4} = {𝑏𝑏1 + 𝑏𝑏𝑗𝑗|1 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑗𝑗 ≤ 4}， 

不妨设𝑏𝑏1 < 𝑏𝑏2 < 𝑏𝑏3 < 𝑏𝑏4， 

则必有𝑏𝑏1 + 𝑏𝑏2 = 6, 𝑏𝑏1 + 𝑏𝑏3 = 10, 𝑏𝑏2 + 𝑏𝑏4 = 20, 𝑏𝑏3 + 𝑏𝑏4 = 24， 

若𝑏𝑏2 + 𝑏𝑏3 = 12, 𝑏𝑏1 + 𝑏𝑏4 = 18，解得𝑏𝑏1 = 2, 𝑏𝑏2 = 4, 𝑏𝑏3 = 8, 𝑏𝑏4 = 16； 

若𝑏𝑏2 + 𝑏𝑏3 = 18, 𝑏𝑏1 + 𝑏𝑏4 = 12，解得𝑏𝑏1 = −1,𝑏𝑏2 = 7,𝑏𝑏3 = 11, 𝑏𝑏4 = 13， 

由此可知此时有 2 种情况， 

结合任意𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, 𝑏𝑏3, 𝑏𝑏4 ∈ R，共有2P44 = 48对， 

故答案为：48 

【点睛】关键点睛：解答本题的关键是结合{𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎𝑗𝑗|1 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑗𝑗 ≤ 4} = {𝑏𝑏1 + 𝑏𝑏𝑗𝑗|1 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑗𝑗 ≤ 4}推出𝑏𝑏1 < 𝑏𝑏2 < 𝑏𝑏3 < 𝑏𝑏4时，

这四个数的值，进而结合题意求得答案. 

13．B 

【分析】对 ACD，举反例判断即可；对 B，根据𝑏𝑏 > 𝑐𝑐判断即可. 

【详解】对 A，当𝑐𝑐 < 𝑏𝑏 < 0时，𝑐𝑐2 > 𝑏𝑏2，则𝑎𝑎 + 𝑏𝑏2 < 𝑎𝑎 + 𝑐𝑐2，故 A 错误； 

对 B，𝑏𝑏 > 𝑐𝑐则−𝑐𝑐 > −𝑏𝑏则𝑎𝑎2 − 𝑐𝑐 > 𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏，故 B 正确； 

对 C，当𝑎𝑎 = 0时𝑎𝑎𝑏𝑏2 = 𝑎𝑎𝑐𝑐2，故 C 错误； 

对 D，当𝑎𝑎 = 0时𝑎𝑎2𝑏𝑏 = 𝑎𝑎2𝑐𝑐，故 D 错误. 

故选：B 

14．B 

【分析】根据题意，由空间中线面关系逐一判断，即可得到结果. 

【详解】对于 A，若𝛼𝛼 ⊥ 𝛽𝛽，𝑚𝑚 ⊥ 𝛼𝛼，则𝑚𝑚//𝛽𝛽或𝑚𝑚 ⊂ 𝛽𝛽， 

当𝑚𝑚//𝛽𝛽时，𝑚𝑚 ⊥ 𝑛𝑛，则𝑛𝑛//𝛽𝛽或者𝑛𝑛与𝛽𝛽斜交或者𝑛𝑛 ⊂ 𝛽𝛽， 

当𝑚𝑚 ⊂ 𝛽𝛽时，𝑚𝑚 ⊥ 𝑛𝑛，则𝑛𝑛//𝛽𝛽或者𝑛𝑛与𝛽𝛽斜交或者𝑛𝑛 ⊂ 𝛽𝛽，故 A 错误； 

对于 B，若𝛼𝛼 ⊥ 𝛽𝛽，𝑚𝑚 ⊥ 𝛼𝛼，𝑛𝑛 ⊥ 𝛽𝛽，可在𝑚𝑚, 𝑛𝑛取𝑚𝑚��⃗ , 𝑛𝑛�⃗作为𝛼𝛼,𝛽𝛽的法向量， 

由于𝛼𝛼 ⊥ 𝛽𝛽，故𝑚𝑚��⃗ ⋅ 𝑛𝑛�⃗ = 0，即𝑚𝑚��⃗ ⊥ 𝑛𝑛�⃗，则𝑚𝑚 ⊥ 𝑛𝑛，故 B 正确； 

对于 C，若𝛼𝛼 ∥ 𝛽𝛽，𝑚𝑚//𝛼𝛼，𝑛𝑛//𝛽𝛽，则𝑚𝑚, 𝑛𝑛可能平行可能相交，也可能异面，故 C 错误； 

对于 D，若𝛼𝛼 ∥ 𝛽𝛽，𝑚𝑚//𝛼𝛼，𝑚𝑚 ∥ 𝑛𝑛，则𝑛𝑛//𝛽𝛽或𝑛𝑛 ⊂ 𝛽𝛽，故 D 错误； 

故选：B 

15．B 



 

 

【分析】根据互斥事件和对立事件的定义，逐一判断选项即可． 

【详解】选项 A，事件𝐴𝐴和事件𝐵𝐵可以同时发生，即第四个礼盒中可以既有中国结，又有记事本，事件𝐴𝐴与事件𝐵𝐵不

互斥，A 错误； 

选项 B，∵ 𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 1
2
，𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 1

2
，𝑃𝑃(𝐴𝐴𝐴𝐴) = 1

4
， 

∴ 𝑃𝑃(𝐴𝐴)𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 𝑃𝑃(𝐴𝐴𝐴𝐴)，B 正确； 

选项 C，事件𝐴𝐴与事件𝐵𝐵 ∪ 𝐶𝐶可以同时发生，即第四个礼盒中可以既有中国结，又有记事本或笔袋，C 错误； 

选项 D，∵ 𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 1
2
，𝑃𝑃(𝐵𝐵 ∩ 𝐶𝐶) = 1

4
，𝑃𝑃(𝐴𝐴 ∩ (𝐵𝐵 ∩ 𝐶𝐶)) = 1

4
， 

∴ 𝑃𝑃(𝐴𝐴)𝑃𝑃(𝐵𝐵 ∩ 𝐶𝐶) ≠ 𝑃𝑃(𝐴𝐴 ∩ (𝐵𝐵 ∩ 𝐶𝐶))， 

∴ 𝐴𝐴与𝐵𝐵 ∩ 𝐶𝐶不独立，故 D 错误． 

故选：B． 

16．D 

【分析】由延展函数的定义分段求出𝑔𝑔(𝑥𝑥),ℎ(𝑥𝑥)解析式，作出函数图象，数形结合可得. 

【详解】当𝑥𝑥 ∈ (1,2)时，𝑥𝑥 − 1 ∈ (0,1)，则𝑔𝑔(𝑥𝑥 − 1) = e𝑥𝑥−1， 

又𝑔𝑔′(𝑥𝑥 − 1) = e𝑥𝑥−1，则由延展函数定义可得𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔′(𝑥𝑥 − 1) = e𝑥𝑥−1； 

同理可得，当𝑥𝑥 ∈ (2,3)，𝑔𝑔(𝑥𝑥) = e𝑥𝑥−2；⋯； 

任意𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁，当𝑥𝑥 ∈ (𝑛𝑛,𝑛𝑛 + 1)时，𝑔𝑔(𝑥𝑥) = e𝑥𝑥−𝑛𝑛 .  

当𝑥𝑥 ∈ (1,2)时，𝑥𝑥 − 1 ∈ (0,1)，则ℎ(𝑥𝑥 − 1) = (𝑥𝑥 − 1)10，则ℎ(𝑥𝑥) = 10(𝑥𝑥 − 1)9； 

同理可得，当𝑥𝑥 ∈ (2,3)时，ℎ(𝑥𝑥) = 10 × 9(𝑥𝑥 − 2)8；⋯； 

当𝑥𝑥 ∈ (9,10)时，ℎ(𝑥𝑥) = 10! (𝑥𝑥 − 9)； 

当𝑥𝑥 ∈ (10,11)，ℎ(𝑥𝑥) = 10!；当𝑥𝑥 ∈ (11,12)，ℎ(𝑥𝑥) = 0；⋯； 

则任意𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁, 𝑛𝑛 ≥ 11时，当𝑥𝑥 ∈ (𝑛𝑛, 𝑛𝑛 + 1), ℎ(𝑥𝑥) = 0. 

如图，作出𝑔𝑔(𝑥𝑥)与ℎ(𝑥𝑥)大致图像， 

 

因为𝑘𝑘, 𝑏𝑏 ≠ 0，如图可知，不存在直线𝑦𝑦 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑏𝑏与𝑔𝑔(𝑥𝑥)图象有无穷个交点，故（1）不成立； 

又因为当𝑥𝑥 ∈ (9,10)，ℎ(𝑥𝑥) = 10! (𝑥𝑥 − 9)， 

故当𝑘𝑘 = 10!, 𝑏𝑏 = −9 × 10!时， 

直线𝑦𝑦 = 10! 𝑥𝑥 − 9 × 10!与ℎ(𝑥𝑥)的图象在区间(9,10)的函数部分重合， 



 

 

即有无穷个交点，故（2）成立； 

故选：D. 

【点睛】关键点点睛：解决此题目的关键在于理解新定义“延展函数”，能够依次求解出函数在各段的解析式及作出

函数图象，数形结合解决函数图象与直线的交点个数问题. 

17．(1)�− √3
2

,1�; 

(2)𝑎𝑎 ∈ �7π
3

, 17π
6
� 

【分析】（1）利用三角函数的性质结合换元法求出单调性，再求解值域即可. 

（2）利用三角函数的性质求解参数即可. 

【详解】（1）因为𝜔𝜔 = 1，所以𝑓𝑓(𝑥𝑥) = sin �𝑥𝑥 + π
3
�， 

因为𝑥𝑥 ∈ [0,π]，所以令𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 + π
3

, 𝑡𝑡 ∈ �π
3

, 4π
3
�， 

由正弦函数性质得𝑦𝑦 = 𝑔𝑔(𝑡𝑡) = sin𝑡𝑡在�π
3

, π
2
�上单调递增，在�π

2
, 4π
3
�上单调递减， 

所以𝑔𝑔 �π
2
� = 1,𝑔𝑔 �4π

3
� = − √3

2
,𝑔𝑔 �π

3
� = √3

2
，故𝑦𝑦 ∈ �−√3

2
,1�， 

（2）由题意得𝑇𝑇 = 2π
𝜔𝜔

= π，所以𝜔𝜔 = 2，可得𝑓𝑓(𝑥𝑥) = sin �2𝑥𝑥 + π
3
�， 

当𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0时，2𝑥𝑥 + π
3

= 𝑘𝑘π，𝑘𝑘 ∈ Z，即𝑥𝑥 = −π
6

+ 𝑘𝑘π
2
，𝑘𝑘 ∈ Z， 

当𝑘𝑘 = 2时，𝑥𝑥 = 5π
6

< π，不符合题意， 

当𝑘𝑘 = 3时，𝑥𝑥 = 4π
3

> π，符合题意， 

当𝑘𝑘 = 4时，𝑥𝑥 = 11π
6

> π，符合题意， 

当𝑘𝑘 = 5时，𝑥𝑥 = 7π
3

> π，符合题意， 

所以
4π
3

+ 𝑇𝑇 ≤ 𝑎𝑎 < 4π
3

+ 3
2
𝑇𝑇， 

即
7π
3
≤ 𝑎𝑎 < 17π

6
，故𝑎𝑎 ∈ �7π

3
, 17π
6
�. 

18．(1)证明见解析 

(2)π − arccos 1
5
 

【分析】（1）取𝐵𝐵𝐵𝐵中点𝑂𝑂，连接𝐴𝐴𝐴𝐴、𝑃𝑃𝑃𝑃，则𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵,𝑃𝑃𝑃𝑃 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵，故可得𝐵𝐵𝐵𝐵 ⊥面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃，从而得到𝑃𝑃𝑃𝑃 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵. 

（2）利用向量法可求面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃、面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃的法向量，计算出它们的夹角的余弦值后可得二面角的余弦值. 

【详解】（1）取𝐵𝐵𝐵𝐵中点𝑂𝑂，连接𝐴𝐴𝐴𝐴、𝑃𝑃𝑃𝑃， 

因为𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴,𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃，所以𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵,𝑃𝑃𝑃𝑃 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵， 

又因为𝑃𝑃𝑃𝑃 ⊂面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃,𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊂面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑃𝑃𝑃𝑃 ∩ 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑂𝑂，所以𝐵𝐵𝐵𝐵 ⊥面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃， 



 

 

因为𝑃𝑃𝑃𝑃 ⊂面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃，所以𝑃𝑃𝑃𝑃 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵. 

（2）因为𝐵𝐵𝐵𝐵为直径，故𝑂𝑂为底面圆的圆心，故𝑃𝑃𝑃𝑃 ⊥平面𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵，而𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵 

故可建立如图所示的空间直角坐标系， 

因为圆锥侧面积为√3𝜋𝜋，𝐵𝐵𝐵𝐵为底面直径，𝐵𝐵𝐵𝐵 = 2，所以底面半径为 1，母线长为√3， 

所以𝑃𝑃𝑃𝑃 = √𝑃𝑃𝐴𝐴2 − 𝐴𝐴𝑂𝑂2 = √2， 

 

则可得𝑃𝑃�0,0,√2�,𝐴𝐴(0,1,0),𝐵𝐵(1,0,0),𝐶𝐶(−1,0,0)， 

故𝑃𝑃𝑃𝑃�����⃗ = �0,1,−√2�,𝑃𝑃𝑃𝑃�����⃗ = �1,0,−√2�,𝑃𝑃𝑃𝑃�����⃗ = �−1,0,−√2�， 

设𝑛𝑛1����⃗ = (𝑥𝑥1,𝑦𝑦1 ,𝑧𝑧1)为平面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃的法向量，则�𝑛𝑛1����⃗ ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃
�����⃗ = 0

𝑛𝑛1����⃗ ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃�����⃗ = 0
⇒ �𝑦𝑦1 − √2𝑧𝑧1 = 0

𝑥𝑥1 − √2𝑧𝑧1 = 0
  ， 

令𝑥𝑥1 = √2，则𝑦𝑦1 = √2，𝑧𝑧1 = 1，所以𝑛𝑛1����⃗ = �√2,√2,1�. 

设𝑛𝑛2����⃗ = (𝑥𝑥2 ,𝑦𝑦2,𝑧𝑧2)为平面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃的法向量， 

则�𝑛𝑛2����⃗ ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃
�����⃗ = 0

𝑛𝑛2����⃗ ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃�����⃗ = 0
⇒ � 𝑦𝑦2 − √2𝑧𝑧2 = 0

−𝑥𝑥2 − √2𝑧𝑧2 = 0
  ， 

令𝑥𝑥2 = −√2，则𝑦𝑦2 = √2，𝑧𝑧2 = 1，所以𝑛𝑛2����⃗ = �−√2,√2,1�. 

则cos⟨𝑛𝑛1����⃗ ,𝑛𝑛2����⃗ ⟩ = 𝑛𝑛1�����⃗ ⋅𝑛𝑛2�����⃗
|𝑛𝑛1�����⃗ ||𝑛𝑛2�����⃗ |

= −2+2+1
√5×√5

= 1
5
， 

设二面角𝐵𝐵 − 𝑃𝑃𝑃𝑃 − 𝐶𝐶为𝜃𝜃，则𝜃𝜃为钝角， 

所以二面角𝐵𝐵 − 𝑃𝑃𝑃𝑃 − 𝐶𝐶的大小为π − arccos 1
5
. 

19．(1)17
45

 

(2)一级果抽取 6 箱，二级果抽取 2 箱 

(3)方差1427.27克⬚2，平均数285.44克，预估平均质量为287.69克 

【分析】（1）利用组合知识和超几何分布求概率公式求出答案； 

（2）利用分层抽样的定义进行求解； 

（3）根据公式计算出总体样本平均质量和方差，并预估平均质量. 

【详解】（1）设 A 事件为恰好选到一级果和二级果各一箱， 



 

 

样本空间的样本点的个数𝑛𝑛 = C1362 = 136×135
2

= 9180， 

A 事件的样本点的公式𝑚𝑚 = C1021 ⋅ C341 = 3468， 

所以𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 𝑚𝑚
𝑛𝑛

= 3468
9180

= 17
45
； 

（2）因为一级果箱数：二级果箱数= 102: 34 = 3: 1， 

所以 8 箱水果中有一级果抽取8 × 3
3+1

= 6箱，二级果抽取8 × 1
3+1

= 2箱； 

（3）设一级果平均质量为𝑥𝑥，方差为𝑆𝑆𝑥𝑥2，二级果质量为𝑦𝑦，方差为𝑆𝑆𝑦𝑦2， 

总体样本平均质量为𝑧𝑧，方差为𝑆𝑆2， 

因为𝑥̅𝑥 = 303.45，𝑦𝑦� = 240.41，𝑆𝑆𝑥𝑥2 = 603.46，𝑆𝑆𝑦𝑦2 = 648.21， 

所以𝑧𝑧̅ = 120
120+48

× 303.45 + 48
120+48

× 240.41 = 285.44克， 

𝑆𝑆2 = 120
120+48

× [603.46 + (303.45− 285.44)2] + 48
120+48

× [648.21 + (240.41 − 285.44)2] = 1427.27克⬚2． 

预估平均质量为
102
136

⋅ 𝑥̅𝑥 + 34
136

⋅ 𝑦𝑦� = 287.69克． 

20．(1)5√6
3
； 

(2)(√2, 3√10
5

]； 

(3)存在，𝐶𝐶(− 9
4

, √5
4

) 

【分析】（1）根据给定条件，求出点𝐴𝐴的纵坐标，再利用两点间距离公式计算即得. 

（2）设𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑦𝑦), 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≠ 0，求出𝑆𝑆1 , 𝑆𝑆2，再利用给定关系求出𝑦𝑦2的范围，进而求出|𝑂𝑂𝑂𝑂|的范围. 

（3）设𝐴𝐴(𝑥𝑥1 , 𝑦𝑦1), 𝑦𝑦1 > 0,𝐵𝐵(𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2)，利用向量坐标运算及共线向量的坐标表示可得𝑦𝑦2 + 2𝑦𝑦1 = 0，再联立直线𝐴𝐴𝐴𝐴与

椭圆方程，结合韦达定理求解即得. 

【详解】（1）设𝐴𝐴(2,𝑦𝑦)，由点𝐴𝐴为椭圆Γ: 𝑥𝑥
2

6
+ 𝑦𝑦2

2
= 1上一点，得

22

6
+ 𝑦𝑦2

2
= 1，即𝑦𝑦2 = 2

3
，又𝐹𝐹1(−2,0)， 

所以|𝐴𝐴𝐹𝐹1| = �[2− (−2)]2 + (𝑦𝑦 − 0)2 = 5√6
3

. 

（2）设𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑦𝑦), 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≠ 0，而|𝐹𝐹1𝐹𝐹2| = 4, |𝑀𝑀1𝑀𝑀2| = 2√2， 

则𝑆𝑆1 = 1
2

|𝐹𝐹1𝐹𝐹2||𝑦𝑦| = 2|𝑦𝑦|，𝑆𝑆2 = 1
2

|𝑀𝑀1𝑀𝑀2||𝑥𝑥| = √2|𝑥𝑥|，由𝑆𝑆1 ≥ 𝑆𝑆2，得2|𝑦𝑦| ≥ √2|𝑥𝑥|，  

即2𝑦𝑦2 ≥ 𝑥𝑥2，又
𝑥𝑥2

6
+ 𝑦𝑦2

2
= 1，则2𝑦𝑦2 ≥ 6 − 3𝑦𝑦2，解得

6
5
≤ 𝑦𝑦2 < 2，|𝑂𝑂𝑂𝑂| = �𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = �(6 − 3𝑦𝑦2) + 𝑦𝑦2 = �6− 2𝑦𝑦2 ∈

(√2, 3√10
5

]， 

所以|𝑂𝑂𝑂𝑂|的范围是(√2, 3√10
5

]. 



 

 

 

（3）设𝐴𝐴(𝑥𝑥1 , 𝑦𝑦1), 𝑦𝑦1 > 0,𝐵𝐵(𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2)，由图象对称性，得𝐴𝐴、𝐶𝐶关于𝑦𝑦轴对称，则𝐶𝐶(−𝑥𝑥1,𝑦𝑦1)， 

又𝐹𝐹1(−2,0)，𝐹𝐹2(2,0)，于是𝐹𝐹1𝐴𝐴�������⃗ = (𝑥𝑥1 + 2,𝑦𝑦1)，𝐹𝐹1𝐵𝐵�������⃗ = (𝑥𝑥2 + 2,𝑦𝑦2)，𝐹𝐹1𝐶𝐶������⃗ = (−𝑥𝑥1 + 2,𝑦𝑦1)， 

 

则𝐹𝐹1𝐴𝐴�������⃗ + 𝐹𝐹1𝐵𝐵�������⃗ + 𝐹𝐹1𝐶𝐶������⃗ = (𝑥𝑥2 + 6,𝑦𝑦2 + 2𝑦𝑦1)，同理𝐹𝐹2𝐴𝐴�������⃗ + 𝐹𝐹2𝐵𝐵�������⃗ + 𝐹𝐹2𝐶𝐶�������⃗ = (𝑥𝑥2 − 6,𝑦𝑦2 + 2𝑦𝑦1)， 

由𝐹𝐹1𝐴𝐴�������⃗ + 𝐹𝐹1𝐵𝐵�������⃗ + 𝐹𝐹1𝐶𝐶������⃗ = 𝜆𝜆(𝐹𝐹2𝐴𝐴�������⃗ + 𝐹𝐹2𝐵𝐵�������⃗ + 𝐹𝐹2𝐶𝐶�������⃗ )，得(𝐹𝐹1𝐴𝐴�������⃗ + 𝐹𝐹1𝐵𝐵�������⃗ + 𝐹𝐹1𝐶𝐶������⃗ )//(𝐹𝐹2𝐴𝐴�������⃗ + 𝐹𝐹2𝐵𝐵�������⃗ + 𝐹𝐹2𝐶𝐶�������⃗ )， 

因此(𝑥𝑥2 + 6)(𝑦𝑦2 + 2𝑦𝑦1) = (𝑥𝑥2 − 6)(𝑦𝑦2 + 2𝑦𝑦1)，即12(𝑦𝑦2 + 2𝑦𝑦1) = 0，则𝑦𝑦2 + 2𝑦𝑦1 = 0， 

设直线𝐴𝐴𝐹𝐹2: 𝑥𝑥 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2，由�
𝑥𝑥 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2
𝑥𝑥2 + 3𝑦𝑦2 = 6

 消去𝑥𝑥得(𝑚𝑚2 + 3)𝑦𝑦2 + 4𝑚𝑚𝑚𝑚 − 2 = 0， 

则�
𝑦𝑦1𝑦𝑦2 = −2

𝑚𝑚2+3

𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2 = − 4𝑚𝑚
𝑚𝑚2+3

 ，即�
−2𝑦𝑦12 = −2

𝑚𝑚2+3

−𝑦𝑦1 = − 4𝑚𝑚
𝑚𝑚2+3

 ，而𝑦𝑦1 > 0，解得𝑚𝑚 = √5
5
，𝑦𝑦1 = √5

4
， 

由𝑥𝑥1 = 𝑚𝑚𝑦𝑦1 + 2，得𝑥𝑥1 = 9
4
，所以𝐶𝐶(− 9

4
, √5
4

). 

【点睛】思路点睛：解答直线与椭圆的题目时，时常把两个曲线的方程联立，消去 x(或 y)建立一元二次方程，然后

借助根与系数的关系，并结合题设条件建立有关参变量的等量关系；涉及到直线方程的设法时，务必考虑全面，不

要忽略直线斜率为 0 或不存在等特殊情形． 

21．(1)𝑀𝑀(1) = [0, + ∞)；𝐿𝐿(1) = [−1, + ∞); 

(2)证明见解析 

(3)证明见解析 

【分析】（1）将𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 1代入求解即可； 

（2）根据函数𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎3 + 3𝑎𝑎2的单调性，对𝑎𝑎进行分类讨论，然后求出𝑀𝑀(𝑎𝑎)即可证明; 

（3）利用偶函数的定义，即可证明必要性，利用𝑀𝑀(−𝑐𝑐) = 𝐿𝐿(𝑐𝑐)，得出两个集合中最小的元素相同，从而𝑓𝑓(𝑐𝑐) = 𝑓𝑓(−𝑐𝑐)，

即可证明充分性. 

【详解】（1）由题意得:𝑀𝑀(1) = {𝑡𝑡 ∣ 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥2 + 1 − 2,𝑥𝑥 ≥ 1} = [0, + ∞)；𝐿𝐿(1) = {𝑡𝑡 ∣ 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥2 + 1 − 2,𝑥𝑥 ≤ 1} = [−1, + ∞); 



 

 

（2）由题意知𝑀𝑀(𝑎𝑎) = {𝑡𝑡 ∣ 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎3 + 3𝑎𝑎2 ,𝑥𝑥 ≥ 𝑎𝑎}，记𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎3 + 3𝑎𝑎2，有𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 =

0 ⇒ 𝑥𝑥 = 0或 2， 

𝑥𝑥 (−∞,0) 0 (0,2) 2 (2, + ∞) 

𝑔𝑔′(𝑥𝑥) 正 0 负 0 正 

𝑔𝑔(𝑥𝑥) ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗ 

现对𝑎𝑎分类讨论: 

当𝑎𝑎 ≥ 2，有𝑡𝑡 = 𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎3 + 3𝑎𝑎2，𝑥𝑥 ≥ 𝑎𝑎为严格增函数，因为𝑔𝑔(𝑎𝑎) = 0，此时𝑀𝑀(𝑎𝑎) = [0, + ∞) ⊆ [−4, + ∞)，符

合条件; 

当0 ≤ 𝑎𝑎 < 2时，𝑡𝑡 = 𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎3 + 3𝑎𝑎2，𝑥𝑥 ≥ 𝑎𝑎，先减后增，𝑡𝑡min = 𝑔𝑔(2) = −𝑎𝑎3 + 3𝑎𝑎2 − 4， 

因为−𝑎𝑎3 + 3𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎2(3− 𝑎𝑎) ≥ 0, (𝑎𝑎 = 0取等号)，所以𝑡𝑡min = 𝑔𝑔(2) = −𝑎𝑎3 + 3𝑎𝑎2 − 4 ≥ −4， 

此时𝑀𝑀(𝑎𝑎) = [−𝑎𝑎3 + 3𝑎𝑎2 − 4, + ∞) ⊆ [−4, + ∞)，符合条件，且𝑎𝑎 = 0时，−4 ∈ 𝑀𝑀(𝑎𝑎)； 

当𝑎𝑎 < 0时，𝑡𝑡 = 𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎3 + 3𝑎𝑎2，𝑥𝑥 ≥ 𝑎𝑎，在[𝑎𝑎,0)严格增，在[0,2]严格减，在[2, + ∞)严格增， 

𝑡𝑡min = min{𝑔𝑔(𝑎𝑎),𝑔𝑔(2)} = min{0, − 𝑎𝑎3 + 3𝑎𝑎2 − 4}，因为ℎ(𝑎𝑎) = −𝑎𝑎3 + 3𝑎𝑎2 − 4， 

此时，ℎ′(𝑎𝑎) = −3𝑎𝑎2 + 6𝑎𝑎 > 0，则ℎ(𝑎𝑎) > ℎ(0) = −4，则𝑀𝑀(𝑎𝑎) = [𝑡𝑡min, + ∞) ⊆ [−4, + ∞)成立; 

综上可知，对于任意𝑎𝑎 ∈ R，都有𝑀𝑀(𝑎𝑎) ⊆ [−4, + ∞]，且存在𝑎𝑎 = 0，使得−4 ∈ 𝑀𝑀(𝑎𝑎). 

（3）必要性:若𝑓𝑓(𝑥𝑥)为偶函数，则𝑀𝑀(−𝑐𝑐) = {𝑡𝑡 ∣ 𝑡𝑡 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(−𝑐𝑐),𝑥𝑥 ≥ −𝑐𝑐}，𝐿𝐿(𝑐𝑐) = {𝑡𝑡 ∣ 𝑡𝑡 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑐𝑐),𝑥𝑥 ≤ 𝑐𝑐}， 

当𝑥𝑥 ≥ −𝑐𝑐，𝑡𝑡 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(−𝑐𝑐) = 𝑓𝑓(−𝑥𝑥)− 𝑓𝑓(𝑐𝑐)，因为−𝑥𝑥 ≤ 𝑐𝑐，故𝑀𝑀(−𝑐𝑐) = 𝐿𝐿(𝑐𝑐); 

充分性：若对于任意正实数𝑐𝑐，均有𝑀𝑀(−𝑐𝑐) = 𝐿𝐿(𝑐𝑐)，其中𝑀𝑀(−𝑐𝑐) = {𝑡𝑡 ∣ 𝑡𝑡 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(−𝑐𝑐),𝑥𝑥 ≥ −𝑐𝑐}，𝐿𝐿(𝑐𝑐) =

{𝑡𝑡 ∣ 𝑡𝑡 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑐𝑐),𝑥𝑥 ≤ 𝑐𝑐}， 

因为𝑓𝑓(𝑥𝑥)有最小值，不妨设𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑚𝑚， 

由于𝑐𝑐任意，令𝑐𝑐 ≥ |𝑎𝑎|，则𝑎𝑎 ∈ [−𝑐𝑐,𝑐𝑐]， 

故𝑀𝑀(−𝑐𝑐)最小元素为𝑓𝑓(𝑎𝑎)− 𝑓𝑓(−𝑐𝑐) = 𝑚𝑚− 𝑓𝑓(−𝑐𝑐)，𝐿𝐿(𝑐𝑐)中最小元素为𝑚𝑚− 𝑓𝑓(𝑐𝑐)， 

又𝑀𝑀(−𝑐𝑐) = 𝐿𝐿(𝑐𝑐), 则𝑚𝑚 − 𝑓𝑓(𝑐𝑐) = 𝑚𝑚− 𝑓𝑓(−𝑐𝑐)对任意𝑐𝑐 ≥ |𝑎𝑎|成立，则 𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(−𝑎𝑎) = 𝑚𝑚， 

若𝑎𝑎 = 0，则𝑓𝑓(𝑐𝑐) = 𝑓𝑓(−𝑐𝑐)对任意𝑐𝑐 ≥ 0成立⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)是偶函数， 

若𝑎𝑎 ≠ 0，此后取𝑐𝑐 ∈ (−|𝑎𝑎|,|𝑎𝑎|)， 

𝑀𝑀(−𝑐𝑐)最小元素是𝑓𝑓(|𝑎𝑎|) − 𝑓𝑓(−𝑐𝑐)

𝐿𝐿(−𝑐𝑐)最小元素是𝑓𝑓(−|𝑎𝑎|) − 𝑓𝑓(𝑐𝑐)
� ⇒ 𝑓𝑓(−𝑐𝑐) = 𝑓𝑓(𝑐𝑐)， 

综上，任意𝑐𝑐 ≥ 0，𝑓𝑓(𝑐𝑐) = 𝑓𝑓(−𝑐𝑐)，即𝑓𝑓(𝑥𝑥)是偶函数. 

故"𝑓𝑓(𝑥𝑥)是偶函数"的充要条件是“对于任意正实数𝑐𝑐，均有𝑀𝑀(−𝑐𝑐) = 𝐿𝐿(𝑐𝑐)”. 

【点睛】关键点点睛：第二问利用导数求出函数的单调性，然后对𝑎𝑎进行分类讨论求出函数的值域，第三问结合函

数的奇偶性考察逻辑推理能力. 




