
 

2025年上海春季高考练习数学试题 

 

一、填空题 

1．已知集合𝐴𝐴 = {𝑥𝑥|𝑥𝑥 > 0}，𝐵𝐵 = {−1,0,1,2}，则𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵等于________． 

2．不等式
𝑥𝑥
𝑥𝑥−1

< 0的解集为_____． 

3．已知复数𝑧𝑧 = 2+i
i
，其中 i 为虚数单位，则|𝑧𝑧| =__________． 

4．已知𝑎⃗𝑎 = (2,1),𝑏𝑏�⃗ = (1, 𝑥𝑥)，若𝑎⃗𝑎 ∥ 𝑏𝑏�⃗，则𝑥𝑥 =__________． 

5．已知𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝛼𝛼 = 1，则𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝛼𝛼 + π
4
� =__________． 

6．已知�𝑥𝑥 + 𝑚𝑚
𝑥𝑥
�
6
的展开式中常数项为 20，则实数 m 的值为______． 

7．已知{𝑎𝑎𝑛𝑛}是首项为 1、公差为 1 的等差数列，{𝑏𝑏𝑛𝑛}是首项为 1、公比为𝑞𝑞(𝑞𝑞 > 0)的等比数列．若数列{𝑎𝑎𝑛𝑛 ⋅ 𝑏𝑏𝑛𝑛}的前

三项和为 2，则𝑞𝑞 =__________． 

8．关于 x 的方程|𝑥𝑥 − 1| + |π − 𝑥𝑥| = π − 1的解集为__________． 

9．已知 P 是一个圆锥的顶点，𝑃𝑃𝑃𝑃是母线，𝑃𝑃𝑃𝑃 = 2，该圆锥的底面半径是 1．B、C 分别在圆锥的底面上，则异面直

线𝑃𝑃𝑃𝑃与𝐵𝐵𝐵𝐵所成角的最小值为__________． 

10．已知双曲线
𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
− 𝑦𝑦2

6−𝑎𝑎2
= 1(𝑎𝑎 > 0)的左、右焦点分别为𝐹𝐹1、𝐹𝐹2．通过𝐹𝐹2且倾斜角为

π
3
的直线与双曲线交于第一象限

的点 A，延长𝐴𝐴𝐹𝐹2至 B 使得𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐹𝐹1．若△ 𝐵𝐵𝐹𝐹1𝐹𝐹2的面积为3√6，则 a 的值为__________． 

11．如图所示，正方形𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴是一块边长为4的工程用料，阴影部分所示是被腐蚀的区域，其余部分完好，曲线𝑀𝑀𝑀𝑀为

以𝐴𝐴𝐴𝐴为对称轴的抛物线的一部分，𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝐷𝐷𝐷𝐷 = 3．工人师傅现要从完好的部分中截取一块矩形原料𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵，当其面

积有最大值时，𝐴𝐴𝐴𝐴的长为__________． 

   

12．在平面中，𝑒𝑒1���⃗和𝑒𝑒2���⃗是互相垂直的单位向量，向量𝑎⃗𝑎满足|𝑎⃗𝑎 − 4𝑒𝑒1���⃗ | = 2，向量𝑏𝑏�⃗满足�𝑏𝑏�⃗ − 6𝑒𝑒2���⃗ � = 1，求𝑏𝑏�⃗在𝑎⃗𝑎方向上

的数量投影的最大值__________． 

 

二、单选题 

13．如图，𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐴𝐴1𝐵𝐵1𝐶𝐶1𝐷𝐷1是正四棱台，则下列各组直线中属于异面直线的是（   ）． 



 

   
A．𝐴𝐴𝐴𝐴和𝐶𝐶1𝐷𝐷1； B．𝐴𝐴𝐴𝐴1和𝐶𝐶𝐶𝐶1； C．𝐵𝐵𝐷𝐷1和𝐵𝐵1𝐷𝐷； D．𝐴𝐴1𝐷𝐷1和𝐴𝐴𝐴𝐴． 

14．幂函数𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑎𝑎在(0, +∞)上是严格减函数，且经过(−1,−1)，则𝑎𝑎的值可能是（   ）． 

A．− 2
3
 B．− 1

3
 C．1

3
 D．3 

15．有一四边形𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴，对于其四边𝐴𝐴𝐴𝐴、𝐵𝐵𝐵𝐵、𝐶𝐶𝐶𝐶、𝐷𝐷𝐷𝐷，按顺序分别抛掷一枚质量均匀的硬币：如硬币正面朝上，

则将其擦去；如硬币反面朝上，则不擦去．最后，以 A 为起点沿着尚未擦去的边出发，可以到达 C 点的概率为（   ）． 

A．
1
2
 B． 7

16
 C．1

4
 D．

3
16

 

16．已知𝑎𝑎 ∈ R，不等式�tan �π
6
𝑥𝑥� − 𝑎𝑎� �tan �π

6
𝑥𝑥� − 𝑎𝑎 − 1� < 0在(0,2025)中的整数解有 m 个．关于 m 的个数，以下

不可能的是（   ）． 

A．0 B．338 C．674 D．1012 

 

三、解答题 

17．在三棱锥𝑃𝑃 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，平面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 ⊥平面𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴，𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 2，𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 = √2， 

 

(1)若 O 是棱𝐴𝐴𝐴𝐴的中点，证明：𝐵𝐵𝐵𝐵 ⊥平面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃，并求三棱锥𝐵𝐵 − 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂的体积； 

(2)求二面角𝐵𝐵 − 𝑃𝑃𝑃𝑃 − 𝐴𝐴的大小． 

18．在△𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，角 A、B、C 所对的边分别为 a、b、c，且𝑐𝑐 = 5． 

(1)若 𝑎𝑎
4𝑏𝑏

= sin𝐵𝐵
sin𝐴𝐴

,𝐶𝐶 = π
2
，求 a； 

(2)若𝑎𝑎𝑎𝑎 = 20，求△ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴的面积的最大值． 

19．甲、乙是两个体育社团的小组．如下是两组组员身高的茎叶图（单位：厘米），以身高的百位数和十位数作为“茎”

排列在中间、个位数作为“叶”分列在两边． 



 

   
(1)分别求甲、乙两组组员身高的第 60 百分位数； 

(2)从甲、乙两组各选取一个组员，求两人身高均在 170 厘米以上的概率； 

(3)为使两组人数相同，从甲组中调派一个队员到乙组．是否存在甲组的一个组员，将他调派至乙组后，甲、乙两组

的平均身高都增大？ 

20．在平面直角坐标系中，已知曲线Γ: 𝑥𝑥
2

4
+ 𝑦𝑦2 = 1(𝑦𝑦 ≥ 0)，点 P、Q 分别为Γ上不同的两点，𝑇𝑇(𝑡𝑡, 0)． 

 
(1)求Γ所在椭圆的离心率； 

(2)若𝑇𝑇(1,0),𝑄𝑄在 y 轴上，若 T 到直线𝑃𝑃𝑃𝑃的距离为
√5
5
，求 P 的坐标； 

(3)是否存在 t，使得△𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇是以 T 为直角顶点的等腰直角三角形？若存在，求 t 的取值范围；若不存在，请说明理

由． 

21．已知函数𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)的定义域是𝐷𝐷．对于𝑡𝑡 ∈ 𝐷𝐷，定义集合𝑆𝑆𝑓𝑓(𝑡𝑡) = {𝑥𝑥|𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 𝑓𝑓(𝑡𝑡) }． 

(1)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = log2𝑥𝑥，求𝑆𝑆𝑓𝑓(16)； 

(2)对于集合𝐴𝐴，若对任意𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴都有−𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴，则称𝐴𝐴是对称集．若𝐷𝐷是对称集，证明：“函数𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)是偶函数”的充

要条件是“对任意𝑡𝑡 ∈ 𝐷𝐷，𝑆𝑆𝑓𝑓(𝑡𝑡)是对称集”； 

(3)若𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅，𝑓𝑓(𝑥𝑥) = e𝑥𝑥 − 1
2
𝑚𝑚𝑥𝑥2．求𝑚𝑚的取值范围，使得对于任意𝑡𝑡1 < 𝑡𝑡2 ∈ 𝐷𝐷，都有𝑆𝑆𝑓𝑓(𝑡𝑡2) ⊆ 𝑆𝑆𝑓𝑓(𝑡𝑡1)． 



 

 

《2025 年上海春季高考练习数学试题》参考答案 

题号 13 14 15 16             

答案 D B B D             

 

1．1,2 

【详解】试题分析：𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = 𝑥𝑥|𝑥𝑥 > 0 ∩ −1,0,1,2 = 1,2 

考点：集合运算 

【方法点睛】1.用描述法表示集合，首先要弄清集合中代表元素的含义，再看元素的限制条件，明确集合类型，是

数集、点集还是其他的集合． 

2．求集合的交、并、补时，一般先化简集合，再由交、并、补的定义求解． 

3．在进行集合的运算时要尽可能地借助 Venn 图和数轴使抽象问题直观化．一般地，集合元素离散时用 Venn 图表

示；集合元素连续时用数轴表示，用数轴表示时要注意端点值的取舍． 

2．(0,1) 

【分析】将不等式
𝑥𝑥
𝑥𝑥−1

< 0化为𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 1) < 0，即可得答案. 

【详解】由题意得不等式
𝑥𝑥
𝑥𝑥−1

< 0即𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 1) < 0, ∴ 𝑥𝑥 ∈ (0,1)， 

即不等式
𝑥𝑥
𝑥𝑥−1

< 0的解集为(0,1)， 

故答案为：(0,1) 

3．√5 

【分析】根据复数的除法运算和复数模的计算公式即可. 

【详解】𝑧𝑧 = 2+i
i

= i(2+i)
i2

= 1 − 2𝑖𝑖， 

故|𝑧𝑧| = �12 + (−2)2 = √5． 

故答案为：√5. 

4．1
2
/0.5 

【分析】由平面向量共线的坐标表示即可求解. 

【详解】由𝑎⃗𝑎 ∥ 𝑏𝑏�⃗得2𝑥𝑥 − 1 = 0，解得𝑥𝑥 = 1
2
. 

故答案为：
1
2
. 

5．0 

【分析】利用同角三角函数关系和余弦的两角和公式求解即可. 

【详解】由𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝛼𝛼 = sin𝛼𝛼
cos𝛼𝛼

= 1可得𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝛼𝛼 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝛼𝛼， 

所以𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝛼𝛼 + π
4
� = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝛼𝛼𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 π

4
− 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝛼𝛼𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 π

4
= √2

2
(cos𝛼𝛼 − sin𝛼𝛼) = 0， 



 

 

故答案为：0 

6．1 

【分析】根据二项式展开式的通项特征可得C63𝑚𝑚3 = 20，进而可求解. 

【详解】展开式的通项为C6𝑟𝑟𝑥𝑥6−𝑟𝑟 �
𝑚𝑚
𝑥𝑥
�
𝑟𝑟

= C6𝑟𝑟𝑚𝑚𝑟𝑟𝑥𝑥6−2𝑟𝑟，令6 − 2𝑟𝑟 = 0解得𝑟𝑟 = 3，∴C63𝑚𝑚3 = 20． 

∴𝑚𝑚 = 1． 

故答案为：1 

7．1
3
 

【分析】写出通项公式，得到𝑎𝑎𝑛𝑛 ⋅ 𝑏𝑏𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑞𝑞𝑛𝑛−1，从而根据前三项和得到方程，求出公比. 

【详解】由题意得𝑎𝑎𝑛𝑛 = 1 + 𝑛𝑛 − 1 = 𝑛𝑛，𝑏𝑏𝑛𝑛 = 𝑞𝑞𝑛𝑛−1， 

则𝑎𝑎𝑛𝑛 ⋅ 𝑏𝑏𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑞𝑞𝑛𝑛−1，所以前三项和为1 + 2𝑞𝑞 + 3𝑞𝑞2 = 2， 

解得𝑞𝑞 = 1
3
或-1（舍去）， 

故答案为：
1
3
 

8．[1,𝜋𝜋] 

【分析】根据𝑥𝑥的取值范围去绝对值，分类讨论解方程即可. 

【详解】|𝑥𝑥 − 1| + |π − 𝑥𝑥| = �
𝑥𝑥 − 1 + 𝑥𝑥 − π,𝑥𝑥 ≥ π
π − 1,1 < 𝑥𝑥 < π

1 − 𝑥𝑥 + π − 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 ≤ 1
 = �

2𝑥𝑥 − 1 − π,𝑥𝑥 ≥ π
π − 1,1 < 𝑥𝑥 < π

1 + π − 2𝑥𝑥, 𝑥𝑥 ≤ 1
 . 

当𝑥𝑥 ≥ π时，令2𝑥𝑥 − 1 − π=π − 1得𝑥𝑥 = π； 

当1 < 𝑥𝑥 < π时，|𝑥𝑥 − 1| + |π − 𝑥𝑥| = π − 1恒成立； 

当𝑥𝑥 ≤ 1时，令1 + π − 2𝑥𝑥 = π − 1得𝑥𝑥 = 1. 

综上所述，方程|𝑥𝑥 − 1| + |π − 𝑥𝑥| = π − 1的解集为[1,𝜋𝜋]. 

故答案为：[1,𝜋𝜋]. 

9．π
3
 

【分析】过𝐴𝐴作𝐴𝐴𝐴𝐴//𝐵𝐵𝐵𝐵交底面圆锥于𝐷𝐷点，则∠𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃为异面直线𝑃𝑃𝑃𝑃与𝐵𝐵𝐵𝐵所成角，结合余弦定理与余弦函数的性质即

可得∠𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃的取值范围，从而得所求最值. 

【详解】 

 



 

 

如图，过𝐴𝐴作𝐴𝐴𝐴𝐴//𝐵𝐵𝐵𝐵交底面圆锥于𝐷𝐷点，连接𝑃𝑃𝑃𝑃， 

因为𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃,𝐴𝐴𝐴𝐴//𝐵𝐵𝐵𝐵，则∠𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃为异面直线𝑃𝑃𝑃𝑃与𝐵𝐵𝐵𝐵所成角， 

所以𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∠𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 = |𝑃𝑃𝑃𝑃|2+|𝐴𝐴𝐴𝐴|2−|𝑃𝑃𝑃𝑃|2

2|𝑃𝑃𝑃𝑃|⋅|𝐴𝐴𝐴𝐴|
= 22+|𝐴𝐴𝐴𝐴|2−22

4|𝐴𝐴𝐴𝐴|
= |𝐴𝐴𝐴𝐴|

4
， 

又0 < |𝐴𝐴𝐴𝐴| ≤ 2，所以0 < |𝐴𝐴𝐴𝐴|
4
≤ 1

2
，即0 < 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∠𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 ≤ 1

2
， 

因为∠𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 ∈ �0, π
2
�，函数𝑦𝑦 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝛼𝛼在𝛼𝛼 ∈ �0, π

2
�上单调递减，所以

π
3
≤ ∠𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 < π

2
， 

故异面直线𝑃𝑃𝑃𝑃与𝐵𝐵𝐵𝐵所成角的最小值为
π
3
. 

故答案为：
π
3
. 

10．√3 

【分析】由题意作图，根据三角形面积公式以及直线方程，结合双曲线的标准方程，可得答案. 

【详解】由题意可作图如下： 

 

由
𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
− 𝑦𝑦2

6−𝑎𝑎2
= 1，则𝑏𝑏2 = 6 − 𝑎𝑎2 > 0，解得0 < 𝑎𝑎 < √6，且𝑐𝑐 = √𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 = √6， 

则𝐹𝐹1�−√6, 0�，𝐹𝐹2�√6, 0�， 

设𝐵𝐵(𝑥𝑥𝐵𝐵, 𝑦𝑦𝐵𝐵)，则𝑆𝑆△𝐵𝐵𝐹𝐹1𝐹𝐹2 = 1
2
⋅ |𝑦𝑦𝐵𝐵| ⋅ |𝐹𝐹1𝐹𝐹2| = √6|𝑦𝑦𝐵𝐵| = 3√6，解得𝑦𝑦𝐵𝐵 = −3， 

由题意可得直线𝐴𝐴𝐴𝐴的斜率𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 π
3

= √3，则方程为𝑦𝑦 = √3�𝑥𝑥 − √6�， 

将𝑦𝑦𝐵𝐵 = −3代入上式，则−3 = √3�𝑥𝑥𝐵𝐵 − √6�，解得𝑥𝑥𝐵𝐵 = √6− √3， 

由题意可得|𝐴𝐴𝐹𝐹1| − |𝐴𝐴𝐹𝐹2| = |𝐴𝐴𝐴𝐴| − |𝐴𝐴𝐹𝐹2| = |𝐵𝐵𝐹𝐹2| = ��√6 − √3 − √6�
2

+ (−3− 0)2 = 2√3， 

易知𝑎𝑎 = √3. 

故答案为：√3. 

11．4+√7
3

 

【分析】建立平面直角坐标系如图所示，由已知求出抛物线方程，当𝐴𝐴𝐴𝐴 ≥ 3时，矩形面积最大时为4，当0 < 𝐴𝐴𝐴𝐴 < 3，

设𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑥𝑥(0 < 𝑥𝑥 < 3)，即可得到𝑆𝑆关于𝑥𝑥的函数式，利用求导判断单调性，即可得到最值. 

【详解】由题知，以𝐴𝐴为原点，建立平面直角坐标系，如图， 

则𝑀𝑀(0,1)，𝑁𝑁(3,4)，设𝑀𝑀𝑀𝑀方程为：𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏， 



 

 

所以� 0 + 𝑏𝑏 = 1
9𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 4

 ，�𝑎𝑎 = 1
3

𝑏𝑏 = 1
 ，𝑀𝑀𝑀𝑀方程为：𝑦𝑦 = 1

3
𝑥𝑥2 + 1， 

令矩形𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵面积为𝑆𝑆， 

当𝐴𝐴𝐴𝐴 ≥ 3时，𝑆𝑆 ≤ 𝑆𝑆𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 1 × 4 = 4， 

当0 < 𝐴𝐴𝐴𝐴 < 3，设𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑥𝑥(0 < 𝑥𝑥 < 3)，则𝑃𝑃 �𝑥𝑥, 1
3
𝑥𝑥2 + 1�， 

所以𝑆𝑆 = (4 − 𝑥𝑥) �1
3
𝑥𝑥2 + 1� = −1

3
𝑥𝑥3 + 4

3
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 4， 

则𝑆𝑆′ = −𝑥𝑥2 + 8
3
𝑥𝑥 − 1 = −�𝑥𝑥 − 4

3
�
2

+ 7
9
， 

令𝑆𝑆′ > 0，则
4−√7
3

< 𝑥𝑥 < 4+√7
3

，𝑆𝑆在�4−√7
3

, 4+√7
3
�上递增， 

令𝑆𝑆′ < 0，则𝑥𝑥 > 4+√7
3

或𝑥𝑥 < 4−√7
3

，𝑆𝑆在�4+√7
3

, +∞� , �−∞, 4−√7
3
�上递减， 

又0 < 𝑥𝑥 < 3，𝑆𝑆(0) = 4，𝑆𝑆 �4+√7
3
� = 344+14√7

81
> 4， 

所以当𝐴𝐴𝐴𝐴的长为
4+√7
3

时，该矩形面积最大.  

   

故答案为：
4+√7
3

 

12．4 

【分析】设𝑂𝑂𝑂𝑂�����⃗ = 𝑎⃗𝑎,𝑂𝑂𝑂𝑂�����⃗ = 𝑏𝑏�⃗，根据题意，求得𝐴𝐴,𝐵𝐵所在圆的圆心和半径；再根据数量投影的意义，数形结合即可求

得结果. 

【详解】根据题意不妨设𝑒𝑒1���⃗  = (1,0)，𝑒𝑒2���⃗  = (0,1)，𝑎⃗𝑎 = (𝑥𝑥,𝑦𝑦)，𝑏𝑏�⃗  = (𝑚𝑚, 𝑛𝑛)， 

则𝑎⃗𝑎 − 4𝑒𝑒1���⃗ = (𝑥𝑥 − 4,𝑦𝑦), 𝑏𝑏�⃗ − 6𝑒𝑒2���⃗ = (𝑚𝑚, 𝑛𝑛 − 6)， 

由|𝑎⃗𝑎 − 4𝑒𝑒1���⃗ | = 2可得(𝑥𝑥 − 4)2 + 𝑦𝑦2 = 4，由�𝑏𝑏�⃗ − 6𝑒𝑒2���⃗ � = 1可得𝑚𝑚2 + (𝑛𝑛 − 6)2 = 1； 

设𝑂𝑂𝑂𝑂�����⃗ = 𝑎⃗𝑎,𝑂𝑂𝑂𝑂�����⃗ = 𝑏𝑏�⃗，故𝐴𝐴在以𝐶𝐶1(4,0)为圆心，2为半径的圆上； 

𝐵𝐵在以𝐶𝐶2(0,6)为圆心，1 为半径的圆上； 

过𝐵𝐵作𝐵𝐵𝐵𝐵 ⊥ 𝑂𝑂𝑂𝑂于𝐷𝐷，则𝑂𝑂𝑂𝑂即为𝑏𝑏�⃗在𝑎⃗𝑎上的数量投影，如下所示： 



 

 

 

因为𝐴𝐴,𝐵𝐵分别为两圆上任意动点，不妨固定𝐵𝐵，则𝑂𝑂𝑂𝑂为定长， 

设�𝑎⃗𝑎,𝑏𝑏�⃗ � = 𝜃𝜃，即∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝜃𝜃，故|𝑂𝑂𝑂𝑂| = |𝑂𝑂𝑂𝑂| ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃， 

因为此时|𝑂𝑂𝑂𝑂|为定长，且𝜃𝜃 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 < 180°， 

故随着𝜃𝜃的减小，𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃增大，直至𝑂𝑂𝑂𝑂恰好与圆𝐶𝐶1相切时，|𝑂𝑂𝑂𝑂|取得最大值，如下所示： 

 

在𝑂𝑂𝑂𝑂与圆𝐶𝐶1相切的基础上，移动点𝐵𝐵，过𝐶𝐶2作𝐶𝐶2𝐸𝐸 ⊥ 𝑂𝑂𝑂𝑂于𝐸𝐸，故|𝑂𝑂𝑂𝑂| = |𝑂𝑂𝑂𝑂| + |𝐸𝐸𝐸𝐸|； 

 

在△𝐶𝐶1𝐴𝐴𝐴𝐴中，∠𝐶𝐶1𝐴𝐴𝐴𝐴 = 90°，𝐶𝐶1𝐴𝐴 = 2,𝑂𝑂𝐶𝐶1 = 4， 

故∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶1 = 30°,∠𝐶𝐶2𝑂𝑂𝑂𝑂 = 60°，因为|𝑂𝑂𝐶𝐶2| = 6, 

故在直角三角形𝐶𝐶2𝑂𝑂𝑂𝑂中，|𝑂𝑂𝐶𝐶2| = 2|𝑂𝑂𝑂𝑂|，则𝑂𝑂𝑂𝑂 = 3，即|𝑂𝑂𝑂𝑂| = |𝑂𝑂𝑂𝑂| + |𝐸𝐸𝐸𝐸| = 3 + |𝐸𝐸𝐸𝐸|； 

在四边形𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶2中，因为∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐶𝐶2 = ∠𝐶𝐶2𝐸𝐸𝐸𝐸 = 90°，故|𝐷𝐷𝐷𝐷| ≤ |𝐵𝐵𝐶𝐶2| = 1， 



 

 

 

当且仅当𝐵𝐵𝐶𝐶2// 𝐷𝐷𝐷𝐷时等号成立，从而|𝑂𝑂𝑂𝑂| = 3 + |𝐸𝐸𝐸𝐸| ≤ 3 + 1 = 4. 

综上所述：𝑏𝑏�⃗在𝑎⃗𝑎方向上的数量投影的最大值为4. 

故答案为：4. 

【点睛】关键点点睛：处理本题的关键，一是熟悉数量投影的几何意义；二是对两个运动的点𝐴𝐴,𝐵𝐵，采用一定一动

的处理策略，从而求解最大值. 

13．D 

【分析】根据棱台的性质及直线与直线的位置关系即可判断. 

【详解】因为𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐴𝐴1𝐵𝐵1𝐶𝐶1𝐷𝐷1是正四棱台，所以𝐴𝐴𝐴𝐴//𝐴𝐴1𝐵𝐵1//𝐶𝐶1𝐷𝐷1，故 A 错误， 

侧棱延长交于一点，所以𝐴𝐴𝐴𝐴1与𝐶𝐶𝐶𝐶1相交，故 B 错误， 

同理𝐵𝐵𝐵𝐵1与𝐷𝐷𝐷𝐷1也相交，所以𝐵𝐵,𝐵𝐵1,𝐷𝐷1 ,𝐷𝐷四点共面，所以𝐵𝐵𝐷𝐷1与𝐵𝐵1𝐷𝐷相交，故 C 错误， 

𝐴𝐴1𝐷𝐷1与𝐴𝐴𝐴𝐴是异面直线，故 D 正确. 

故选：D 

14．B 

【分析】根据幂函数的单调性可排除 C 和 D；根据幂函数过点(−1,−1)，可排除 A. 

【详解】因为幂函数𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑎𝑎在(0, +∞)上是严格减函数，所以𝑎𝑎 < 0，故 C 错误，D 错误； 

对于 A，若𝑎𝑎 = − 2
3
，则𝑦𝑦 = 𝑥𝑥−

2
3，当𝑥𝑥 = −1时，𝑦𝑦 = (−1)−

2
3 = 1

(−1)
2
3

= 1
�(−1)23 = 1， 

所以幂函数𝑦𝑦 = 𝑥𝑥−
2
3过点(−1,1)，故 A 错误； 

对于 B，若𝑎𝑎 = − 1
3
，则𝑦𝑦 = 𝑥𝑥−

1
3，当𝑥𝑥 = −1时，𝑦𝑦 = (−1)−

1
3 = 1

(−1)
1
3

= −1， 

所以幂函数𝑦𝑦 = 𝑥𝑥−
1
3过点(−1,−1)，故 B 正确. 

故选：B. 

15．B 

【分析】根据分步计数原理及古典概型的概率公式求解即可. 

【详解】根据题意，对于其四边𝐴𝐴𝐴𝐴、𝐵𝐵𝐵𝐵、𝐶𝐶𝐶𝐶、𝐷𝐷𝐷𝐷，按顺序分别抛掷一枚质量均匀的硬币， 

共有2 × 2 × 2 × 2 = 16种情况， 



 

 

要从 A 出发沿着尚未擦去的边能到达点 C， 

若保留𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐵𝐵𝐵𝐵两条边，则𝐶𝐶𝐶𝐶 ,𝐷𝐷𝐷𝐷可保留也可擦去， 

共有2 × 2 = 4种情况； 

若保留𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐷𝐷𝐷𝐷两条边，则𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐵𝐵𝐵𝐵可保留也可擦去， 

共有2 × 2 − 1 = 3种情况（其中有一种情况与上面重复）， 

则要从 A 出发沿着尚未擦去的边能到达点 C，共有7种情况， 

所以可以到达 C 点的概率为
7
16

. 

故选：B. 

16．D 

【分析】由题设可得𝑎𝑎 < 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 �π
6
𝑥𝑥� < 𝑎𝑎 + 1，结合正切函数的周期分𝑎𝑎 ≤ −√3或𝑎𝑎 ≥ √3时，和−√3 < 𝑎𝑎 < √3两种情

况讨论求解即可. 

【详解】由�tan �π
6
𝑥𝑥� − 𝑎𝑎� �tan �π

6
𝑥𝑥� − 𝑎𝑎 − 1� < 0，即𝑎𝑎 < 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 �π

6
𝑥𝑥� < 𝑎𝑎 + 1， 

对于𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 �π
6
𝑥𝑥�，周期为𝑇𝑇 = 6， 

且𝑓𝑓(0) = 0,𝑓𝑓(1) = √3
3

, 𝑓𝑓(2) = √3，𝑓𝑓(4) = −√3, 𝑓𝑓(5) = − √3
3

, 𝑓𝑓(6) = 0， 

当𝑎𝑎 ≤ −√3或𝑎𝑎 ≥ √3时，不等式𝑎𝑎 < 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 �π
6
𝑥𝑥� < 𝑎𝑎 + 1在(0,2025)中无整数解； 

当−√3 < 𝑎𝑎 < √3时，若不等式𝑎𝑎 < 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 �π
6
𝑥𝑥� < 𝑎𝑎 + 1有在(0,6]内只有 1 个整数解， 

比如𝑎𝑎 = 1时，此时在(0,6]内的整数解为𝑥𝑥 = 2， 

而2025 = 6 × 337 + 3， 

则在(0,2025)中可能有337 + 1 = 338个整数解； 

若不等式𝑎𝑎 < 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 �π
6
𝑥𝑥� < 𝑎𝑎 + 1有在(0,6]内只有 2 个整数解， 

比如𝑎𝑎 = −0.9时，此时在(0,6]内的整数解为𝑥𝑥 = 5或𝑥𝑥 = 6， 

则在(0,2025)中可能有337 × 2 = 674个整数解； 

由于�√3
3
− 1� < 1, �√3 − √3

3
� > 1, �−√3− �−√3

3
�� > 1, �− √3

3
− (−1)� < 1， 

则在(0,6]内最多只有 2 个整数解，因此在(0,2025)中不可能有 1012 个整数解. 

故选：D. 

17．(1)证明过程见解析，体积为
√3
6

 

(2)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 √21
7

 

【分析】（1）作出辅助线，得到线线垂直，根据面面垂直，得到线面垂直，并利用锥体体积公式求出答案； 



 

 

（2）证明出𝑂𝑂𝑂𝑂,𝑂𝑂𝑂𝑂,𝑂𝑂𝑂𝑂两两垂直，建立空间直角坐标系，求出两个平面的法向量，求出𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐⟨𝑚𝑚��⃗ , 𝑛𝑛�⃗ ⟩ = 𝑚𝑚���⃗ ⋅𝑛𝑛�⃗
|𝑚𝑚���⃗ |⋅|𝑛𝑛�⃗ |

= √21
7
，

进而求出二面角𝐵𝐵 − 𝑃𝑃𝑃𝑃 − 𝐴𝐴的大小. 

【详解】（1）连接𝐵𝐵𝐵𝐵，因为𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 = √2，所以𝐵𝐵𝐵𝐵⊥𝐴𝐴𝐴𝐴， 

因为平面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 ⊥平面𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴，交线为𝐴𝐴𝐴𝐴， 

𝐵𝐵𝐵𝐵 ⊂平面𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴， 

所以𝐵𝐵𝐵𝐵⊥平面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃， 

因为𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 2，所以𝑃𝑃𝑃𝑃⊥𝐴𝐴𝐴𝐴，𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1，𝑃𝑃𝑃𝑃 = √𝐴𝐴𝑃𝑃2 − 𝐴𝐴𝑂𝑂2 = √3， 

故𝑆𝑆△𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 = 1
2
𝑂𝑂𝑂𝑂 ⋅ 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1

2
× √3 × 1 = √3

2
， 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = √2，由勾股定理得𝐵𝐵𝐵𝐵 = √𝐴𝐴𝐵𝐵2 − 𝐴𝐴𝑂𝑂2 = √2 − 1 = 1， 

又𝐵𝐵𝐵𝐵⊥平面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃， 

三棱锥𝐵𝐵 − 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂的体积𝑉𝑉 = 1
3
𝑆𝑆△𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 ⋅ 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 1

3
× √3

2
× 1 = √3

6
； 

 

（2）由（1）知，𝐵𝐵𝐵𝐵⊥平面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃，𝑂𝑂𝑂𝑂,𝑂𝑂𝑂𝑂 ⊂平面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃， 

所以𝐵𝐵𝐵𝐵⊥𝑂𝑂𝑂𝑂，𝐵𝐵𝐵𝐵⊥𝑂𝑂𝑂𝑂，又𝑃𝑃𝑃𝑃⊥𝐴𝐴𝐴𝐴，故𝑂𝑂𝑂𝑂,𝑂𝑂𝑂𝑂,𝑂𝑂𝑂𝑂两两垂直， 

以𝑂𝑂为坐标原点，𝑂𝑂𝑂𝑂,𝑂𝑂𝑂𝑂,𝑂𝑂𝑂𝑂所在直线分别为𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧轴，建立空间直角坐标系， 

则𝐵𝐵(1,0,0),𝑃𝑃�0,0,√3�,𝐶𝐶(0,1,0),𝐴𝐴(0,−1,0)， 

𝐵𝐵𝐵𝐵�����⃗ = �−1,0,√3�,𝑃𝑃𝑃𝑃�����⃗ = �0,1,−√3�， 

设平面𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵的一个法向量为𝑚𝑚��⃗ = (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)， 

则�
𝑚𝑚��⃗ ⋅ 𝐵𝐵𝐵𝐵�����⃗ = (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ⋅ �−1,0,√3� = −𝑥𝑥 + √3𝑧𝑧 = 0
𝑚𝑚��⃗ ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃�����⃗ = (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ⋅ �0,1,−√3� = 𝑦𝑦 − √3𝑧𝑧 = 0

 ， 

令𝑧𝑧 = 1得𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 = √3，故𝑚𝑚��⃗ = �√3,√3, 1�， 

又平面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃的一个法向量为𝑛𝑛�⃗ = (1,0,0)， 

故𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐⟨𝑚𝑚��⃗ ,𝑛𝑛�⃗ ⟩ = 𝑚𝑚���⃗ ⋅𝑛𝑛�⃗
|𝑚𝑚���⃗ |⋅|𝑛𝑛�⃗ |

= �√3,√3,1�⋅(1,0,0)

√3+3+1
= √3

√7
= √21

7
， 

由图可知，二面角𝐵𝐵 − 𝑃𝑃𝑃𝑃 − 𝐴𝐴为锐角， 

故二面角𝐵𝐵 − 𝑃𝑃𝑃𝑃 − 𝐴𝐴的大小为𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 √21
7

. 



 

 

 

18．(1)𝑎𝑎 = 2√5 

(2)5√55
4

 

【分析】（1）由正弦定理角化边结合勾股定理求解即可； 

（2）由三角形的面积公式结合余弦定理求解即可； 

【详解】（1）由正弦定理可得
𝑎𝑎
4𝑏𝑏

= sin𝐵𝐵
sin𝐴𝐴

= 𝑏𝑏
𝑎𝑎

,即𝑎𝑎 = 2𝑏𝑏， 

又𝐶𝐶 = π
2
，所以𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 = 𝑐𝑐2 = 25，即5𝑏𝑏2 = 25，解得𝑏𝑏 = √5， 

所以𝑎𝑎 = 2√5. 

（2）因为𝑆𝑆△𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1
2
𝑎𝑎𝑎𝑎sin𝐶𝐶 = 10sin𝐶𝐶，且𝑎𝑎𝑎𝑎 = 20，𝑐𝑐 = 5， 

所以cos𝐶𝐶 = 𝑎𝑎2+𝑏𝑏2−𝑐𝑐2

2𝑎𝑎𝑎𝑎
≥ 2𝑎𝑎𝑎𝑎−25

2𝑎𝑎𝑎𝑎
= 3

8
，当且仅当𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 2√5时等号成立， 

当cos𝐶𝐶取最小值时，sin𝐶𝐶取最大值，最大值(sin𝐶𝐶)max = �1− �3
8
�
2

= √55
8
， 

所以△ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴的面积的最大值为
5√55
4

. 

19．(1)甲组第 60 百分位数为 173 厘米，乙组第 60 百分位数为166.5厘米； 

(2) 7
120

； 

(3)把甲组的其中一个 167 厘米的组员调到乙组. 

【分析】（1）直接利用百分位数计算公式即可； 

（2）根据组合公式和古典概率公式计算即可； 

（3）求出两者平均数，则所调的人员身高应该两平均数之间（不包括两平均数）. 

【详解】（1）甲队：𝑖𝑖 = 12 × 60% = 7.2， 

所以甲组的第 60 百分位数为从小到大排列的第 8 位组员身高，为 173 厘米； 

乙队：𝑖𝑖 = 10 × 60% = 6， 

所以乙组的第 60 百分位数为从小到大排列第 6 位和第 7 位组员身高的平均数，为
166+167

2
= 166.5厘米． 

（2）记甲乙两队各选取一名组员，两人身高均在 170 厘米以上为事件𝐴𝐴， 



 

 

𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 𝑛𝑛(𝐴𝐴)
𝑛𝑛(Ω)

= C71⋅C11

C12
1 ⋅C10

1 = 7
120

. 

（3）𝑥𝑥甲 = 167×2+165×2+164+178+175+174+173+172×2+183
12

= 171.25， 

𝑥𝑥乙 =
159 + 160 + 163 + 165 × 2 + 166 + 167 + 168 × 2 + 172

10
= 165.3 

要使两组平均身高都增大， 

则从甲组调到乙组的组员身高应在两平均数之间（不包括端点平均数），所以把甲组的其中一个 167 厘米的组员调

到乙组即可． 

20．(1)√3
2
； 

(2)𝑃𝑃(2,0)； 

(3)存在，𝑡𝑡 ∈ �−6
5

, 6
5
�. 

【分析】（1）根据椭圆方程直接求离心率； 

（2）问题化为以𝑇𝑇(1,0)为圆心，
√5
5
为半径的圆与过𝑄𝑄(0,1)的直线相切，且切线与Γ: 𝑥𝑥

2

4
+ 𝑦𝑦2 = 1(𝑦𝑦 ≥ 0)有交点，设切

线方程，利用与圆相切关系求参数，进而确定 P 的坐标； 

（3）设𝑃𝑃𝑃𝑃:𝑦𝑦 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑚𝑚，𝑃𝑃(𝑥𝑥1 , 𝑦𝑦1),𝑄𝑄(𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2)，联立椭圆方程，结合韦达定理、判别式得√4𝑘𝑘2 + 1 > 𝑚𝑚 > 2|𝑘𝑘| ≥ 0，

注意讨论𝑘𝑘 = 0、𝑘𝑘 ≠ 0，确定𝑃𝑃𝑃𝑃中点为𝐴𝐴�− 4𝑘𝑘𝑘𝑘
1+4𝑘𝑘2

, 𝑚𝑚
1+4𝑘𝑘2

�，再结合𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 = − 1
𝑘𝑘
、𝑇𝑇𝑇𝑇�����⃗ ⋅ 𝑇𝑇𝑇𝑇�����⃗ = 0求参数范围. 

【详解】（1）由Γ: 𝑥𝑥
2

4
+ 𝑦𝑦2 = 1(𝑦𝑦 ≥ 0)，则𝑎𝑎 = 2, 𝑐𝑐 = √3，即离心率为

√3
2
； 

（2）由题设，问题化为以𝑇𝑇(1,0)为圆心，
√5
5
为半径的圆与过𝑄𝑄(0,1)的直线相切， 

且切线与Γ: 𝑥𝑥
2

4
+ 𝑦𝑦2 = 1(𝑦𝑦 ≥ 0)有交点，显然切线斜率存在，令切线为𝑦𝑦 = 𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1， 

所以
|𝑛𝑛+1|
√1+𝑛𝑛2

= √5
5
，可得2𝑛𝑛2 + 5𝑛𝑛 + 2 = (2𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 + 2) = 0，则𝑛𝑛 = − 1

2
或𝑛𝑛 = −2， 

当𝑛𝑛 = − 1
2
，则切线为𝑦𝑦 = −1

2
𝑥𝑥 + 1，联立𝑥𝑥2 + 4𝑦𝑦2 = 4，可得𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 = 0， 

则𝑥𝑥 = 0或𝑥𝑥 = 2，故此时𝑃𝑃(2,0)，满足； 

当𝑛𝑛 = −2，则切线为𝑦𝑦 = −2𝑥𝑥 + 1，联立𝑥𝑥2 + 4𝑦𝑦2 = 4，可得17𝑥𝑥2 − 16𝑥𝑥 = 0， 

则𝑥𝑥 = 0或𝑥𝑥 = 16
17
，故此时𝑃𝑃 �16

17
,−15

17
�，不满足； 

综上，𝑃𝑃(2,0). 

 



 

 

（3）由题设，直线𝑃𝑃𝑃𝑃的斜率存在，可设𝑃𝑃𝑃𝑃:𝑦𝑦 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑚𝑚，𝑃𝑃(𝑥𝑥1 , 𝑦𝑦1),𝑄𝑄(𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2)， 

联立𝑥𝑥2 + 4𝑦𝑦2 = 4，整理得(1 + 4𝑘𝑘2)𝑥𝑥2 + 8𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 4𝑚𝑚2 − 4 = 0， 

其中Δ = 64𝑘𝑘2𝑚𝑚2 − 16(𝑚𝑚2 − 1)(1 + 4𝑘𝑘2) = 64𝑘𝑘2 − 16𝑚𝑚2 + 16 > 0，即4𝑘𝑘2 > 𝑚𝑚2 − 1， 

所以𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 = − 8𝑘𝑘𝑘𝑘
1+4𝑘𝑘2

，𝑥𝑥1𝑥𝑥2 = 4(𝑚𝑚2−1)
1+4𝑘𝑘2

，则𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2 = 𝑘𝑘(𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2) + 2𝑚𝑚 = 2𝑚𝑚
1+4𝑘𝑘2

> 0， 

𝑦𝑦1𝑦𝑦2 = 𝑘𝑘2𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2) + 𝑚𝑚2 = 4𝑘𝑘2𝑚𝑚2−4𝑘𝑘2

1+4𝑘𝑘2
− 8𝑘𝑘2𝑚𝑚2

1+4𝑘𝑘2
+ 𝑚𝑚2 = 𝑚𝑚2−4𝑘𝑘2

1+4𝑘𝑘2
≥ 0， 

所以𝑚𝑚2 ≥ 4𝑘𝑘2且𝑚𝑚 > 0，故√4𝑘𝑘2 + 1 > 𝑚𝑚 > 2|𝑘𝑘| ≥ 0， 

当𝑘𝑘 = 0时，则𝑦𝑦1 = 𝑦𝑦2 = 𝑚𝑚且|𝑥𝑥1| = |𝑥𝑥2| = 𝑚𝑚，则𝑚𝑚 = 2√5
5
∈ (0,1)，此时𝑇𝑇(0,0)，满足； 

当𝑘𝑘 ≠ 0，而𝑃𝑃𝑃𝑃的中点为𝐴𝐴 �− 4𝑘𝑘𝑘𝑘
1+4𝑘𝑘2

, 𝑚𝑚
1+4𝑘𝑘2

�，又𝑇𝑇(𝑡𝑡, 0)， 

则𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 =
𝑚𝑚

1+4𝑘𝑘2−0

− 4𝑘𝑘𝑘𝑘
1+4𝑘𝑘2−𝑡𝑡

= − 1
𝑘𝑘
，即𝑡𝑡 = − 3𝑘𝑘𝑘𝑘

1+4𝑘𝑘2
， 

且𝑇𝑇𝑇𝑇�����⃗ ⋅ 𝑇𝑇𝑇𝑇�����⃗ = (𝑥𝑥1 − 𝑡𝑡)(𝑥𝑥2 − 𝑡𝑡) + 𝑦𝑦1𝑦𝑦2 = 𝑥𝑥1𝑥𝑥2 − 𝑡𝑡(𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2) + 𝑡𝑡2 + 𝑦𝑦1𝑦𝑦2 = 0， 

4(𝑚𝑚2−1)
1+4𝑘𝑘2

+ 8𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘
1+4𝑘𝑘2

+ 𝑡𝑡2 + 𝑚𝑚2−4𝑘𝑘2

1+4𝑘𝑘2
= 5𝑚𝑚2−4𝑘𝑘2−4

1+4𝑘𝑘2
+ 8𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

1+4𝑘𝑘2
+ 𝑡𝑡2 = 0， 

所以5𝑚𝑚2 − 4𝑘𝑘2 − 4 + 8𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + (1 + 4𝑘𝑘2)𝑡𝑡2 = 0，则5𝑚𝑚2(1 + 𝑘𝑘2) = 4(4𝑘𝑘4 + 5𝑘𝑘2 + 1)， 

所以𝑚𝑚2 = 4
5

(4𝑘𝑘2 + 1)，则
4
5

(4𝑘𝑘2 + 1) ≥ 4𝑘𝑘2 ⇒ 0 < 𝑘𝑘2 ≤ 1，故𝑡𝑡2 = 9𝑘𝑘2𝑚𝑚2

(1+4𝑘𝑘2)2
= 36

5
𝑘𝑘2+20

 

所以𝑡𝑡2 ∈ �0, 36
25
�，则𝑡𝑡 ∈ �−6

5
, 0� ∪ �0, 6

5
�. 

综上，𝑡𝑡 ∈ �−6
5

, 6
5
�. 

 
【点睛】关键点点睛：第三问，设𝑃𝑃𝑃𝑃: 𝑦𝑦 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑚𝑚，𝑃𝑃(𝑥𝑥1 ,𝑦𝑦1),𝑄𝑄(𝑥𝑥2 , 𝑦𝑦2)，根据已知得到√4𝑘𝑘2 + 1 > 𝑚𝑚 > 2|𝑘𝑘| > 0，

且𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 = − 1
𝑘𝑘
、𝑇𝑇𝑇𝑇�����⃗ ⋅ 𝑇𝑇𝑇𝑇�����⃗ = 0的应用为关键 

21．(1){𝑥𝑥|𝑥𝑥 ≥ 16 } 

(2)证明见详解 

(3)[0,e] 

【分析】（1）根据对数函数的单调性即可求解； 

（2）根据偶函数的定义和对称集的定义即可证明必要性和充分性； 

（3）根据定义判断出函数单调不减，得到导函数大于等于 0 恒成立即可求解. 

【详解】（1）由定义得，𝑆𝑆𝑓𝑓(16) = {𝑥𝑥|𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 𝑓𝑓(16) } = {𝑥𝑥|log2𝑥𝑥 ≥ log216 } = {𝑥𝑥|𝑥𝑥 ≥ 16 }. 

（2）证明： 



 

 

必要性：因为函数𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)是偶函数，所以对任意𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷，𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(−𝑥𝑥)， 

对任意𝑡𝑡 ∈ 𝐷𝐷，若𝑥𝑥 ∈ 𝑆𝑆𝑓𝑓(𝑡𝑡)，即𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 𝑓𝑓(𝑡𝑡)，则𝑓𝑓(−𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 𝑓𝑓(𝑡𝑡)， 

所以−𝑥𝑥 ∈ 𝑆𝑆𝑓𝑓(𝑡𝑡)，所以对任意𝑡𝑡 ∈ 𝐷𝐷，𝑆𝑆𝑓𝑓(𝑡𝑡)是对称集. 

充分性：若对任意𝑡𝑡 ∈ 𝐷𝐷，𝑆𝑆𝑓𝑓(𝑡𝑡)是对称集， 

因为对任意𝑡𝑡 ∈ 𝐷𝐷，𝑡𝑡 ∈ 𝑆𝑆𝑓𝑓(𝑡𝑡)，所以−𝑡𝑡 ∈ 𝑆𝑆𝑓𝑓(𝑡𝑡)，即𝑓𝑓(−𝑡𝑡) ≥ 𝑓𝑓(𝑡𝑡)①， 

又−𝑡𝑡 ∈ 𝑆𝑆𝑓𝑓(−𝑡𝑡)，所以𝑡𝑡 ∈ 𝑆𝑆𝑓𝑓(−𝑡𝑡)，即𝑓𝑓(𝑡𝑡) ≥ 𝑓𝑓(−𝑡𝑡)②. 

由①②得，对任意𝑡𝑡 ∈ 𝐷𝐷，𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(−𝑡𝑡)， 

所以函数𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)是偶函数. 

综上，“函数𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)是偶函数”的充要条件是“对任意𝑡𝑡 ∈ 𝐷𝐷，𝑆𝑆𝑓𝑓(𝑡𝑡)是对称集”，得证. 

（3）因为对于任意𝑡𝑡1 < 𝑡𝑡2 ∈ 𝐷𝐷，都有𝑆𝑆𝑓𝑓(𝑡𝑡2) ⊆ 𝑆𝑆𝑓𝑓(𝑡𝑡1)， 

所以若𝑥𝑥 ∈ 𝑆𝑆𝑓𝑓(𝑡𝑡2)，则𝑥𝑥 ∈ 𝑆𝑆𝑓𝑓(𝑡𝑡1)，即若𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 𝑓𝑓(𝑡𝑡2)，则𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 𝑓𝑓(𝑡𝑡1)， 

所以𝑓𝑓(𝑡𝑡2) ≥ 𝑓𝑓(𝑡𝑡1)，所以𝑓𝑓(𝑥𝑥)在R上单调不减， 

所以对任意𝑥𝑥 ∈ R，𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = e𝑥𝑥 − 𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 0恒成立. 

当𝑥𝑥 = 0时，显然成立，𝑚𝑚 ∈ R； 

当𝑥𝑥 > 0时，𝑚𝑚 ≤ e𝑥𝑥

𝑥𝑥
恒成立，令𝑔𝑔(𝑥𝑥) = e𝑥𝑥

𝑥𝑥
，𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥−1)e𝑥𝑥

𝑥𝑥2
， 

所以𝑔𝑔(𝑥𝑥)在(0,1)单调递减，(1, +∞)单调递增，所以𝑚𝑚 ≤ 𝑔𝑔(𝑥𝑥)min = 𝑔𝑔(1) = e； 

当𝑥𝑥 < 0时，𝑚𝑚 ≥ e𝑥𝑥

𝑥𝑥
恒成立，此时𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥−1)e𝑥𝑥

𝑥𝑥2
< 0 

因为𝑔𝑔(𝑥𝑥)在(−∞, 0)上单调递减，当𝑥𝑥 → −∞时，𝑔𝑔(𝑥𝑥) → 0,𝑔𝑔(𝑥𝑥) < 0， 

𝑥𝑥 < 0,𝑥𝑥 → 0时，𝑔𝑔(𝑥𝑥) → −∞， 

所以𝑚𝑚 ≥ 0； 

综上，𝑚𝑚 ∈ [0,e]. 

【点睛】关键点点睛：函数在区间上单调不减等价于导函数在区间上大于等于 0 恒成立. 

 


